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Àííîòàöèÿ

Â îñíîâó êíèãè ïîëîæåíû ëåêöèè, êîòîðûå â òå÷åíèå ðÿäà ëåò ÷èòàëèñü ñòó-
äåíòàì êàôåäðû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö Ìîñêîâñêîãî Ôèçèêî-Òåõíè÷åñêîãî Èíñòè-
òóòà. Ýòè ëåêöèè íå ÿâëÿþòñÿ ââåäåíèåì â êâàíòîâóþ ìåõàíèêó äëÿ íà÷èíàþùèõ.
Îíè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ, êîòîðûå óæå èçó÷àëè êâàíòî-
âóþ ìåõàíèêó íà íà÷àëüíîì è ïðîìåæóòî÷íîì óðîâíÿõ. Ìû íå ïðåñëåäóåì çäåñü
ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðîãîñòü è îïóñêàåì áîëüøèíñòâî (åñëè íå âñå) äîêàçàòåëüñòâà,
êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû â ñòàíäàðòíûõ êóðñàõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Îäíàêî,
íàðÿäó ñ ôóíäàìåíòàëüíìè âîïðîñàìè òåîðèè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ
êíèãà ñîäåðæèò èçëîæåíèå íåêîòîðûõ òåì, êîòîðûå â ýòèõ êóðñàõ íå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ èëè îáñóæäàþòñÿ î÷åíü êðàòêî. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ïðåæäå âñåãî òå ïîäõîäû
ê îïèñàíèþ ñâîéñòâ ëåãêèõ è òÿæåëûõ áàðèîíîâ, êîòîðûå ëåæàò íà ñòûêå êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè è ñîâðåìåííîé òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Â ðàçðàáîòêå ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ âàæíûé âêëàä âíåñëà ãðóïïà òåîðåòèêîâ ÈÒÝÔ/ÍÈÖ Êóð÷àòîâñêèé
Èíñòèòóò. Èç ìàòåìàòè÷åñêèõ âîïðîñîâ òåîðèè ðàññåÿíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçëî-
æåíèå Ãèëüáåðòà � Øìèäòà äëÿ Ò-ìàòðèöû 2-÷àñòè÷íîãî ïîòåíöèàëüíîãî ðàññå-
ÿíèÿ, òîæäåñòâî Ãèëüáåðòà äëÿ 2-÷àñòè÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà è åãî èñïîëüçîâàíèå
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïòè÷åñêîé òåîðåìû, òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû ïåðåñòà-
íîâîê S3 è åå ïðèìåíåíèå äëÿ êëàññèôèêàöèè ñïèíîâûõ ôóíêöèé 3-ôåðìèîííûõ
ñèñòåì, âû÷èñëåíèå ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ îñíîâíûõ è âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé
áàðèîíîâ â àääèòèâíîé êâàðêîâîé ìîäåëè. Ðàññìîòðåíî óðàâíåíèÿ Ôàääååâà äëÿ
3-õ ÷àñòèö. Êàê èëëþñòðàöèÿ îáùèõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ ðàññåÿ-
íèÿ îáñóæäàåòñÿ òåíåâîå ðàññåÿíèå íà æåñòêîé ñôåðå. Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå
ìåòîäà ïîëåâûõ êîððåëÿòîðîâ äëÿ îïèñàíèÿ ñïåêòðîñêîïèè ëåãêèõ è òÿæåëûõ
áàðèîíîâ. Îáñóæäàåòñÿ ìåòîä ãèïåðñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûé ðàíåå áûë
ïðåäëîæåí äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ãàìèëüòîíèàíîâ â êâàíòîâîé ìåõà-
íèêå, è îêàçàëñÿ î÷åíü ïëîäîòâîðíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìíîãîêâàðêîâûõ ñèñòåì
ñ êîíôàéíìåíòîì.

Êðîìå ñòóäåíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòè ôåíîìåíîëîãèè ëåãêèõ è
òÿæåëûõ áàðèîíîâ ëåêöèè ìîæåò áûòü òàêæå ïîëåçíû ñòóäåíòàì ÌÃÓ, Ôèçèêî-
Òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî Óíèâåðñèòåòà è äðóãèõ
âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ ïî òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå,
êîòîðûì îíà ïîçâîëèò âçãëÿíóòü íà êâàíòîâóþ ìåõàíèêó ñ íîâîé äëÿ íèõ òî÷êè
çðåíèÿ.
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1 Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà.

1.1 Ôðåäãîëüìîâû èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà (ËØ) ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòíûé ñëó÷àé èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà1. Êðàòêî íàïîìíèì îñíîâíûå ôàêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ôðåäãîëü-
ìîâîé òåîðèè. Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà èìååò âèä

ϕ(x, z) = f(x, z) +

∞∫
0

K(x, s, z)ϕ(s, z)ds, (1.1)

ãäå ïàðàìåòð z ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ÿäðî K(z) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îïåðàòîðîì

K(x, s; z) = K(s, x; z), (1.2)

è óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ñèììåòðèè Øâàðöà

K(x, s; z∗) = K∗(x, s; z) (1.3)

â êîìïëåêñíîé z ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì âäîëü âåùåñòâåííîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ âñåõ z, íå ëåæàùèõ íà ðàçðåçå

τ(z) =

∞∫
0

∞∫
0

|K(x, s; z)|2dxds <∞, (1.4)

1Òåîðèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà áûëà âïåðâûå ïðèìåíåíà â òåîðèè íåðåëÿòèâèñò-
ñêîãî ðàññåÿíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå Ð. Èîñòîì: [1]
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Îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó óñëîâèþ, íàçûâàåòñÿ L2 îïåðàòîðîì èëè îïåðàòî-
ðîì Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî èëè îòðèöàòåëüíî-
ãî ïàðàìåòðà z oïåðàòîð K(z) â (1.1) åñòü îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. Çàìåòèì, ÷òî
K(z) ýðìèòîâ îïåðàòîð äëÿ âåùåñòâåííûõ îòðèöàòåëüíûõ z.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.1) â âèäå

|ϕ(z)〉 = |f(z)〉+K(z)|ϕ(z)〉. (1.5)

Ëþáîå ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òèïà (1.5) ñ ÿäðîì K(z) óäîâëåòâîðÿþùèì
óñëîâèþ (1.4) èìååò íåìåäëåííîå ðåøåíèå â òåðìèíàõ ðåçîäüâåíòû Γ(z)

|ϕ(z)〉 = |f(z)〉+ Γ(z)|f(z)〉, (1.6)

ãäå Γ(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Γ(z) = K(z) +K(z)Γ(z). (1.7)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíî ïîäñòàíîâêîé (1.6) â (1.5). Óðàâíå-
íèå (1.7) ÿâëÿåòñÿ ïðîòîòèïîì ìíîãèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â òåîðèè êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ è òåîðèè ïîëÿ.

1.2 Ðàçëîæåíèå Ãèëüáåðòà�Øìèäòà

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçëîæåíèå èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ K è Γ â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì îïåðàòîðà K. Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ èç îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, îòâå÷à-
þùåãî óðàâíåíèþ (1.7):

|ϕm(z) >=
1

λm(z)
K(z)|ϕm(z) > (1.8)

Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé λm(z), íà-
çûâàåìûõ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè2. Òàê êàê K(z) ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì
äëÿ âåùåñòâåííûõ îòðèöàòåäüíûõ çíà÷åíèé z, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λm(z) è ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè |ϕm(z) > âåùåñòâåííû ïðè z < 0. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
çíà÷åíèé z ÿäðî K(z) íå ýðìèòîâî. Îäíàêî, äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé ϕm(z) è ϕn(z)
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

< ϕm(z∗)|K(z)|ϕn(z) >=< ϕn(z∗)|K(z)|ϕm(z) > . (1.9)

Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îð-
òîãîíàëüíû

< ϕm(z∗)|ϕn(z) >= 0, m 6= n , (1.10)

êàê è â ñëó÷àå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýìèòîâîãî îïåðàòîðà. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò
ýðìèòîâîãî ñëó÷àÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîìïëåêñíî-ñîïðÿætííàÿ ôóíêöèÿ â (1.10)

2Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÷àñòî íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñ-
ëàìè.
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îòâå÷àåò çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà z∗, à íå z. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ (??). Îò-
ìåòèì, ÷òî â ñèëó (??) ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ñèììåòðèè
Øâàðöà:

ϕm(x, z∗) = ϕ∗m(x, z). (1.11)

Ïîýòîìó óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàíî â âèäå

∞∫
0

ϕm(x, z)ϕm′(x, z)dx = 0, m 6= m
′
. (1.12)

Îòìåòèì, ÷òî â ìåòîäå Ãèëüáåðòà-Øìèäòà ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Íàïðìåð, äëÿ âûðîæäåííîãî ÿäðà ýòà ñèñòåìà çàâåäîìà íå ïîëíà.
îñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íî.
Ïîýòîìó ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ íåëüçÿ ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî ϕmi(x; z). Îäíàêî,
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îáðàçóþò äîñòàòî÷íî ïîëíûé íàáîð, ïî êîòîðîìó ìîæíî ðàçëî-
æèòü ÿäðî K è ðåçîëüâåíòó G0.

Ðàçëîæèì K(x, s; z) â ðÿä ïî ϕ∗m′(s, z
∗). Koýôôèöèåíòû â ýòîì ðàçëîæåíèè ÿâëÿ-

þòñÿ ôóíêöèÿìè x, îáîçíà÷èì èõ am(x, z):

K(x, s; z) =
∑
m

am(x; z)ϕ∗m(x, ; z∗). (1.13)

×òîáû âû÷èñëèòü am(x; z) ïîäñòàâèì (1.11) â (??) è èíòåãðèðóåì ïî x; èñïîëüçóÿ (1.10),
ïîëó÷àåì

am(x; z) = λm(z)
ϕm(x; z)

‖ ϕm(z) ‖2
(1.14)

è

K(z) =
∑
m

λm(z)
|ϕm(z) >< ϕm(z∗)|
‖ ϕm(z) ‖2 , (1.15)

ãäå

‖ ϕm(z) ‖2 =< ϕm(z∗)|ϕm(z) >=

∫ ∞
0

ϕ 2
m(x; z) dx. (1.16)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòû:

Γ(z) =
∑
m

λm(z)

1− λm(z)

|ϕ(z) >< ϕm(z∗)|
‖ ϕm(z) ‖2 , (1.17)

Ôîðìóëà (1.17) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Ãèëüáåðòà�Øìèäòà. Ðÿäû (1.13), (1.17)
ñõîäÿòñÿ, åñëè ÿäðî K(z) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íåïðåðûâíûì. Íàïîìíèì, ÷òî K(z) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íåïðåðûâíûì ÿäðîì, åñëè (íî íå òîëüêî) îíî ÿâëÿåòñÿ L2 îïåðà-
òîðîì, ò.å. åñëè τ(z) < ∞, ãäå τ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.4). Ðàçëîæåíèe (1.13)
ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçîëüâåíòà ñèììåòðè÷íîãî L2 ÿäðà èìååò ëèøü ïðîñòûå ïîëþñû,
îòâå÷àþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëàì ýòîãî ÿäðà.
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1.2.1 Ïîëÿðíûå ÿäðà

Â êâàíòîìåõàíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ÿäðî Kp(x, s; z) èìååò âèä

Kp(x, s; z) = K(x, s) r(s; z), (1.18)

ãäå K ñèììåòðè÷íî ïðè ïåðåñòàíîâêå x è s, à ôóíêöèÿ r(s; z) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèþ r(s; z∗) = r∗(s; z). Óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå Kp(x, s; z) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê
ñèììåòðè÷íîìó ÿäðó, åñëè îïðåäåëèòü íîâóþ ôóíêöèþ

ψ(x, z) =
√
r(x; z)ϕ(x : z). (1.19)

Åñëè ïîäñòàâèòü ýòó ôóíêöèþ â (??), òî ïîëó÷èì

ψ(x; z) = f(x)
√
r(x; z) +

∫ ∞
0

√
r(x : z)K(x, s)

√
r(s : z)ψ(s; z)ds. (1.20)

Íîâîå ÿäðî
K̃(x, s; z) =

√
r(x : z)K(x, s)

√
r(s : z) (1.21)

óæå ñèììåòðè÷íî. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå, ìîæíî ââåñòè íîâûå
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

|ψm(z) >=
1

λm(z)
K̃(z)|ψm(z) >, (1.22)

ïðè÷åì òåïåðü
< ψm(z∗)|ψn(z) >= 0, m 6= n , (1.23)

Ðàçëîæåíèå, àíàëîãè÷íîå (1.13) èìååò âèä

K̃(z) =
∑
m

λm(z)
|ψ(z) >< ψm(z∗)|
‖ ψm(z) ‖

. (1.24)

Åñëè îïðåäåëèòü íîâóþ ðåçîëüâåíòó G̃ ñîîòíîøåíèåì, àíàëîãè÷íûì (1.21),

Γ̃(x, s; z) =
√
r(x : z)Γ(x, s)

√
r(s : z), (1.25)

òî ïîëó÷èì
Γ̃(z) = K̃(z) + K̃(z) Γ̃(z) (1.26)

è

Γ̃(z) =
∑
m

λm(z)

1− λm(z)

|ψ(z) >< ψm(z∗)|
‖ ψm(z) ‖2 , (1.27)

Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ϕ̃m(z) ïîëÿðíîãî ÿäðà Kp(z) â óðàâíåíèè (1.18)

|ϕ̃m(z) >=
1

λm(z)
Kp(z)|ϕ̃m(z) > . (1.28)

Åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà ìåæäó ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè â óðàâíåíèÿõ (1.28) è (1.9)
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèè (1.28) îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì r(s; z), êàê ýòî ñëåäóåò
èç óðàâíåíèé (1.19) è (1.23):∫ ∞

0

ϕ̃∗m(x; z∗)r(x; z)ϕ̃n(x; z) >= 0, m 6= n , (1.29)
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Kp(x, s; z) =
∑
n

ϕ̃∗m(x; z) ϕ̃∗m(s; z∗)

‖ ϕ̃∗m(x; z∗) ‖2
, (1.30)

Γ(x, s; z) =
∑
n

λn(z)

1− λn(z)

ϕ̃∗m(x; z) ϕ̃∗m(s; z∗)

‖ ϕ̃∗m(x; z∗) ‖2
, (1.31)

ãäå

‖ ϕ̃m ‖2 =

∫ ∞
0

ϕ̃2
m(x; z)r(x; z)dx. (1.32)

1.3 Îïåðàòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà-

Øâèíãåðà.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ (1.7) íà ïðèìåðå íåðåëÿ-
òèâèñòñêîãî ïîòåíöèàëüíîãî ðàññåÿíèÿ 3 ñ Ãàìèëüòîíèàíîì H = H0 + V , ãäå H0 îïå-
ðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è V - ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ ìî-
æåò áûòü îïèñàí â òåðìèíàõ âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ+ êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Øðåäèíãåðà

HΨ+ = EΨ+ (1.33)

(E - ýíåðãèÿ ñèñòåìû) ñ íåêîòîðûì àñèìïòîòè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâìåì â êîíôè-
ãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü ñõåìàòè÷åñêè ñôîðìóëèðoâàíî
êàê

Ψ+ = Φ + , (1.34)

ãäå Φ ïðåäñòàâëÿåò íàëåòàþùóþ ïëîñêóþ âîëíó. Òî÷íîå çíà÷åíèå òåðìèíà �ðàñõîäÿ-
ùàÿñÿ âîëíà� íàèáîëåå ïðîñòî ôîðìóëèðóåòñÿ â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì
äàåòñÿ òî÷íàÿ èíñòðóêöèÿ, êàê îáõîäèòü ïîëþñà â ýíåðãåòè÷åñêèõ çíàìåíàòåëÿõ (ïðà-
âèëî +i0). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äàííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ Φ âîëíîâàÿ ôóíêèÿ
ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Ψ+ = lim
ε→0+

iε G(E + iε)Φ. (1.35)

Â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì ñèìâîëè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ G(E+ iε) è G(E− iε), èìåÿ
â âèäó ÷òî ε åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Ôóíêöèÿ Ãðèíà èëè
ðåçîëüâåíòà G(z)) îïåðàòîðà H îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

G(z) = (z −H)−1 , (1.36)

ãäå z - ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé
ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

G(E) = lim
ε→0+

G(E + iε).

3 B. A. Lippmann and J. Schwinger, Phys. Rev. 79 (1950) 469
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Äëÿ âûâîäà îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ìû ñíà÷àëà çàïèøåì G(z)
in Eq. (1.36) êàê

G(z) = (z −H0 − V ))−1 = ((z −H0)(1−G0(z)V ))−1 , (1.37)

ãäå ìû îïðåäåëèëè ñâîáîäíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà

G0(z) = (z −H0)−1. (1.38)

Èñïîëüçóÿ îïåðàòîðíîå òîæäåñòâî

(AB)−1 = B−1A−1, (1.39)

ïîëó÷àåì
G(z) = (1−G0(z)V )−1G0(z). (1.40)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàë â êàêîì-òî ñìûñëå ìàë è ðàçëîæèì îïåðàòîð
(1−G0(z)V )−1 ïî ñòåïåíÿì G0V

(1−G0(z)V )−1 = 1 + G0(z)V + G0(z)V G0(z)V + ... (1.41)

Òîãäà äëÿ G(z) ïîëó÷àåì ôîðìàëüíûé ðÿä èòåðàöèé

G(z) = G0(z) + G0(z)V G0(z) + G0(z)V G0(z)V G0(z) + ... (1.42)

Óðàâíåíèå (1.42) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

G(z) = G0(z) +

+G0(z)V [G0(z) +G0(z)V G0(z) + G0(z)V G0(z)V G0(z) + ... ] (1.43)

Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñîâïàäàåò (1.42), ïîýòîìó

G(z) = G0(z) +G0(z)V G(z). (1.44)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (1.44)ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî çàâèñàíî â âèäå

G(z) = G0(z) +G(z)V G0(z). (1.45)

Óðàâíåíèÿ (1.44), (1.45) ïðåäñòàâëÿþò (îïåðàòîðíûå) óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà
äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà. Ïîä÷åðêí¸ì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû äàæå â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ðÿä èòåðàöèé (1.42) ðàñõîäèòñÿ.

Èñïîëüçóÿ (1.35), ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè

Ψ+ = Φ +G0VΨ+. (1.46)
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Ðèñ. 1: Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îòäåëüíûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèè (1.49)

1.4 T-ìàòðèöà

Óðàâíåíèå. (1.44) ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàíî â òåðìèíàõ T-ìàòðèöû, êîòîðàÿ îïðå-
äåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

T (z) = V + V G(z)V, (1.47)

èëè ýêâèâàëåíòíî

G(z) = G0(z) + G0(z)T (z)G0(z). (1.48)

Ðÿä èòåðàöèé äëÿ T (z) èìååò âèä

T (z) = V + V G0(z)V + V G0(z)V G0(z)V + ... (1.49)

Ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷ëåíû â (1.49) ìîãóò áûòü ãðàôè÷åñêè èçîáðàæåíû òàê, êàê ïîêà-
çàíî íà Ðèñ. 2.
Ïðèìåíÿÿ òîò æå òðþê, êîòîðûé áûë óæå èñïîëüçîâàí ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (1.44),
ïîëó÷èì we

T (z) = V + V G0(z) ×
× [V + V G0(z)V + V G0(z)V G0(z)V + .... ] = V + V G0(z)T (z). (1.50)

Óðàâíåíèå (1.50) ïðåäñòàâëÿåò îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðà T (z). Ýòî óðàâ-
íåíèå ãðàôè÷åñêè ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.
Ñðàâíèâàÿ ðÿäû èòåðàöèé óðàâíåíèé Eqs. (1.42) è (1.50,) ëåãêî ïðîâåðèòü ÷òî

V G = TG0, GV = G0T. (1.51)

1.5 Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàí-

ñòâå

Âûâåäåì òåïåðü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà T (z).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

V (p′,p) = 〈p′|V |p〉, t(p′,p; z) = 〈p′|T (z)|p〉,

è

G0(p′,p; z) = 〈p′|G0|p〉 =
δ(p′ − p)

z − p2

2µ

. (1.52)

×òîáû ïîÿñíèòü ïîñëåäíþþ ôîðìóëó çàìåòèì, ÷òî â èìóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå îïåðà-
òîð z −H0 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óììíîæåíèÿ

(z −H0)|p〉 = (z − p2

2µ
)|p〉, (1.53)
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ïîýòîìó
1

z −H0

|p〉 =
1

z − p2

2µ

|p〉 (1.54)

Èìååòñÿ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïðèäàòü ñìûñë ýòîìó âûðàæåíèþ äëÿ âåùåñòâåííûõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ ýíåðãèé. Îäèí èç ñïîñîáîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû äîáàâèòü ê ýíåðãèè
áåñêîíå÷íî ìàëóþ ïîëîæèòåëüíóþ äîáàâêó

G0(p′,p;E + iε) = 〈p′|G0|p〉 =
δ(p′ − p)

E + iε− p2

2µ

. (1.55)

Òîãäà ïîëó÷èì

t(p′,p; z) = V (p′,p) +

∫
V (p′,p′′) t(p′′,p; z)

z − p′′2/2µ
dp′′

(2π)3
, (1.56)

ãäå V (p′,p) Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå ïîòåíöèàëà V (r) â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå.
Äëÿ ëîêàëüíîãî ïîòåíöèàëà

V (p′,p) = V (p′ − p) =

∫
V (r)ei(p−p

′)rdr. (1.57)

Óðàâíåíèå (1.56) ïðåäñòàâëÿåò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà äëÿ ìàò-
ðè÷íûõ ýëåìåíòîâ Ò-ìàòðèöû. Â ýòîì óðàâíåíèè p′ è p íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå èì-
ïóëüñû â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ, êîòîðûå ëåæàò âîîáùå ãîâîðÿ âíå ýíåðãåòè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòè, à ýíåðãåòè÷åñêèé ïàðàìåòð z ïðèíèìàåò ëþáûå çíà÷åíèÿ â êîìïëåêñíîé
z-ïëîñêîñòè.

Ïîñêîëüêó Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé,
ÿäðî óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà K(z) = V G0(z) â îáëàñòè ýíåðãèÿ íèæå ïîðîãà
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âåùåñòâåííîìó ñèììåòðè÷íîìó âèäó. Äàëåå, äëÿ çíà÷åíèé z,
íå ëåæàùèõ íà âåùåñòâåííîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, íî íà ôèçè÷åñêîì ëèñòå, K(z)
ÿâëÿåòñÿ L2 îïåðàòîðîì ïðè î÷åíü ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîòåíöèàë V . Â ñàìîì
äåëå, äëÿ øïóðà τ(z) â óðàâíåèèè(1.56) ïîëó÷àåì

τ(z) =
m

3
2

2π
√

2Imz

∫
|V (r)|2dr < ∞. (1.58)

Åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ îäíîé ïàðöèàëüíîé âîëíîé, øïóð êîíå÷åí, åñëè è òîëüêî åñëè,∫
0

|V (r)|2r2dr < ∞,
∞∫
|V (r)|2dr < ∞. (1.59)

Ýòî óðàâíåíèå îãðàíè÷èâàåò ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëà â íà÷àëå êîîðäèíàò è íà áåñêîíå÷-
íîñòè è, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëàáûì. Â ÷àñòíîñòè, îíî ïðèìåíèìî äëÿ
ïîòåíöèàëîâ, îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ â ÿäåðíîé ôèçèêå. Îäíàêî, êîãäà ïàðàìåòð z ïðè-
íèìàåò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå, â òåîðèè âîçíèêàåò ôîðìàëüíàÿ òðóäíîñòü, ïîñêîëü-
êó íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê õîðîøî îïðåäåëåí ïîòåíöèàë, τ(E+iε), îïðåäåëåííûé óðàâ-
íåíèåì (1.4), íèêîãäà íå ñóùåñòâóåò äëÿ E > 0. Ýòà òðóäíîñòü, îäíàêî, òîëüêî êàæó-
ùàÿñÿ, íî íå ðåàëüíàÿ. Çäåñü ìû òîëüêî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî âûïîëíèòü àíàëèòè-
÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïî ïàðàìåòðó z â îáëàñòü Im

√
z 6= 0, ãäå ôðåäãîëüìîâû ñâîéñòâà
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Ðèñ. 2: The graphical representation of the successive terms in Eq. (1.56)

óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà ãàðàíòèðîâàíû. Óñòàíîâèâ ôðåäãîëüìîâû ñâîéñòâà â
ýòîé îáëàñòè, ìû ìîæåì àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà
îáðàòíî â ôèçè÷åñêóþ îáëàñòü; ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôðåäãîëüìîâîñòü óðàâíåíèÿ ïðè
òàêîì îáðàòíîì ïðîäîëæåíèè ñîõðàíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà èç êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà
âåùåñòâåííóþ îñü â ÿäðå ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà ýíåðãèè. Ýòîò ðåöåïò òåñíî ñâÿçàí ñ
íåñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ [3] âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùèõ ëåêöèé

Äëÿ ëîêàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ óðàâíåíèå ËØ íå ìîæåò áûòü ðåøåíî àíàëèòè÷åñêè.
Ýòî óðàâíåíèå, îäíàêî, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèå T-ìàòðèöû â òåîðèè
âîçìóùåíèé â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ïîòåíöèàëà, êîòîðûé ïðåäïîëàãàÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî ìàëûì 4. Ýòî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîé èòå-
ðàòèâíîé ïðîöåäóðû, óæå èñïîëüçîâàííîé â (1.42) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ
òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷ëåíû â Eq. (1.56) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ãðàôè÷åñêè, ñì.
Ðèñ.1. Êàæäàÿ âîëíèñòàÿ ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè, îáó-
ñëîâëåííîå ïîòåíöèàëîì V . Ìåæäó âçàèìîäåéñòâèÿìè ÷àñòèöà äâèãàåòñÿ ñâîáîäíî (îò-
ñþäà ñâîáîäíûé ïðîïàãàòîð G0). Ýòè äèàãðàììû îïèñûâàþò èëè îòíîñèòåëüíîå äâè-
æåíèå äâóõ ÷àñòèö èëè ðàññåÿíèå îäíîé ÷àñòèöû íà ôèêñèðîâàííîì öåíòðå. Îòìåòèì,
÷òî â ðàçëîæåíèè (1.56) ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî ëåñòíè÷íûå äèàãðàììû, ÷òî îòâå÷àåò òîìó
ôàêòó, ÷òî â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷å íå âîçíèêàåò ðîæäåíèÿ
èëè óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö.

4Çàìåòèì, ÷òî ïåðòóðáàòèâíîå ðàçëîæåíèå óðàâíåíèÿ ËØ äëÿ àìïëèòóäû íóêëîí-íóêëîííîãî ðàñ-
ñåÿíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ íóêëîí-íóêëîííûõ ïîòåíöèàëîâ ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ è äëÿ
ìàëûõ ïàðöèàëüíûõ âîëí ðàñõîäèòñÿ ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì. Âî ïåðâûõ, ïðèñóòñòâèå ìåëêîãî ñâÿ-
çàííîãî óðîâíÿ (äåéòðîí) èëè âèðòóàëüíîãî 3S0 ñîñòîÿíèÿ îçíà÷àåò ïðèñóòñòâèå ïîëþñîâ T-ìàòðèöû,
áëèçêèõ ê ôèçè÷åñêîé îáëàñòè, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäÿò ê ðàñõîäèìîñòè ðÿäà òåîðèè âîç-
ìóùåíèé. Âòîðàÿ ïðè÷èíà, çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè òåíçîðíûõ ñèë, âîçíèêàþùèõ íàïðèìåð

èç îáìåíà π ìåçîíîì, êîòîðûå ñèíãóëðíû íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ è òðåáóþò èòåðàöèé â òðèïëåòíûõ
êàíàëàõ. Íàêîíåö. âñå ñîâðåìåííûå ïîòåíöèàëüíûå ìîäåëè ñîäåðæàò ñèëüíîå îòòàëêèâàíèå íà ìà-
ëûõ ðàññòîÿíèÿõ, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ âûñîêî-ýíåðãè÷íîé èìïóëüñíîé êîìïîíåíòû â
ïðîìåæóòî÷íûõ ñîñòÿíèÿõ è òðåáóåò íåïåðòóðáàòèâíîãî ðàññìîòðåíèÿ.
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Ðèñ.1 Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîñëåäîâàòåäüíûõ ÷ëåíîâ â ðÿäó èòåðàöèé (1.49).

Ãðàôè÷åñêàÿ çàïèñü óðàâíåíèÿ ËØ ïîêàçàíà íà Ðèñ. 2.

Ðèñ.2. Ãðàôè÷åñêàÿ çàïèñü óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà (1.50).

T-ìàòðèöà ñ òî÷íîñòüþ äî èçâåñòíîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ
f(E, ϑ), íîðìèðîâàííîé òàê, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

dσ

dΩ
= |f(E, ϑ)|2. (1.60)

×òîáû íàéòè ýòîò ìíîæèòåëü, ñðàâíèì ïåðâûé ÷ëåí â (1.56)

tB(k′,k;E + iε) = V (k′ − k) =

∫
V (r)ei(k−k

′)rdr, (1.61)
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ãäå k è k′ íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé èìïóëüñû è E = k2/2µ = k′2/2µ, ñ èçâåñòíûì
âûðàæåíèåì äëÿ áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ê àìïëèòóäå ðàññåÿíèÿ (ìû âûâåäåì åãî
ïîçäíåå):

fB(E, cos θ) = − µ

2π
V (q), (1.62)

ãäå q = k′ − k - ïåðåäàííûé èìïóëüñ, q = 2k sin(θ/2) 5. Òîãäà ïîëó÷àåì

f(E, cos θ) = − µ

2π
t(k′,k;E + iε). (1.63)

1.6 ×àñòèöà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå

Îïåðàòîð Øðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè èìååò âèä

H = − ~2

2m
∆r + V (r), (1.64)

ãäå ∆r = ∇2
r îïåðàòîð Ëàïëàñà. Âàæíîñòü çàäà÷è î äâèæåíèè ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëü-

íîì ïîëå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ê íåé ñâîäèòñÿ (êàê è â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå) çàäà÷à
î äâèæåíèè äâóõ òåë. Ïîêàæåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ ÷àñòèö ñ ìàññàìè m1 è m2, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîòî-
ðûìè îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì V (x1 − x2). Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð
Øðåäèíãåðà ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

H = − ~2

2m1

∆1 −
~2

2m2

∆2 + V (r1 − r2)), (1.65)

ãäå ∆1 è ∆2 - îïåðàòîðû Ëàïëàñà ïî êîîðäèíàòàì ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòèö, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

R =
m1 r1 + m2 r2

m1 +m2

, r = r1 − r2, (1.66)

X - êîîðäèíàòà öåíòðà èíåðöèè ñèñòåìû, r - îòíîñèòåëüíàÿ êîîðäèíàòà. Âûðàæåíèå
äëÿ H â íîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

H = − ~2

2M
∆R −

~2

2µ
∆r + V (r) (1.67)

Çäåñü M = m1 +m2 - ïîëíàÿ ìàññà ñèñòåìû, à

µ =
m1m2

m1 +m2

(1.68)

5Óðàâíåíèå (1.62) ïîêàçûâàåò, ÷òî Áîðíîâñêàÿ àìïëèòóäà ïðîïîðöèîíûëüíà Ôóðüå-êîìïîíåíòå ïî-
òåíöèàëà, çàïèñàííîé â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé q. ×åì êðó÷å ìåíÿåòñÿ ïîòåíöèàë, òåì áûñòðåå óáûâàåò
fB êàê ôóíêöèÿ q2. Ýòî ïðèâåëî Ðåçåðôîðäà ê ïîñòóëàòó (îñíîâàííîìó íà ýêñïåðèìåíòàõ ïî ðàññå-
ÿíèþ ýëåêòðîíîâ íà àòîìàõ) ñóùåñòâîâàíèÿ àòîìíûõ ÿäåð. Ïîçäíåå, êîãäà ïîäîáíûå ýêñïåðèìåíòû
áûëè âûïîëíåíû íà ïðîòîíàõ, à íå íà àòîìàõ, àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå óêàçàëî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó
ïðîòîíà (ñóùåñòâîâàíèå êâàðêîâ).
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òàê íàçûâàåìàÿ ïðèâåäåííàÿ ìàññà. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â H ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè öåíòðà ìàññ ñèñòåìû, à âòîðîå ñëàãàåìîå

H2 = − ~2

2µ
∆r + V (r) (1.69)

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Øðåäèíãåðà äëÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Â óðàâíåíèè

HΨ = EΨ (1.70)

ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, è ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî èñêàòü â âèäå

Ψ(R, r) = ψ(R)ψ1(r) (1.71)

Ôóíêöèè ψ(R) è ψ1(r)
(
è
)
. óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (~ = 1)

− 1

2M
∆Rψ(R) = εψ(R),

− 1

µ
∆rψ1(r) + V (r)ψ1(r) = ε1ψ1(r),

ïðè÷åì E = ε+ ε1. Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèÿ

ψK(R) =

(
1

2π

) 3
2

eiKR,
K2

2M
= ε;

òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ïî ôîðìå ñîâ-
ïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé µ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå V (r).
Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà H ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, òàê êàê íåïðåðûâíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ñïåêòð îïåðàòîðà − 1

2M
∆R.

1.7 Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà â êîîäèíàòíîì ïðîñòðàí-

ñòâå .

Ôóíêöèÿ Ãðèíà G0(r′, r; z) â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ
Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèè G0(p′,p; z) â óðàâíåíèè (1.55) Äåéñòâèòåëüíî,

〈r′|G0(
k2

2µ
+ iε) | r〉 = G

(+)
0 (| r′ − r|) = 2µ

∫
d3p

(2π)3

exp ip · (r′ − r)

k2 − p2 + iε
(1.72)

ãäå ìû äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè îïóñòèëè àðãóìåíò ýíåðãèè z = k2/2µ.
Âûïîëíèì ñíà÷àëà â óðàâíåíèè èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëàì, òîãäà ïîëó÷èì

G
(+)
0 (r′, r) = −2µ

4π
· 1

2iπ
· 1

|r− r′|

∞∫
0

(
eip|r−r

′| − e−ip|r−r′|
)( 1

p− k − iε
+

1

p+ k + iε

)
dp ,

(1.73)
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Ñäåëàâ â òîé ÷àñòè ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (1.73), êîòîðàÿ ñîäåðæèò−e−ip|r−r′|,
çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ p→ −p, ïåðåïèøåì (1.73) â âèäå

G
(+)
0 (r′, r) = −2µ

4π
· 1

2iπ
· 1

| r− r′|

∞∫
−∞

eip |r−r
′|
(

1

p− k − iε
+

1

p+ k + iε

)
dp (1.74)

Èíòåãðàë (1.74) ìîæåò áûòü òåïåðü âû÷èñëåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîé òåõ-
íèêè êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðåçóëüòàò åñòü

G
(+)
0 (r′, r) = −2µ

4π

eik|r−r
′|

| r′ − r|
(1.75)

Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íîå óïðàæíåíèå, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî (1.46) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ψk(r)

ψk(r) = eikr − 2µ

4π

∫
dr′

ek|r−r
′|

|r− r′|
V (r′)ψk(r′). (1.76)

Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.76) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, êîòîðîå ñëåäóåò
èç ñîîòâåòñòâóþùåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî óñëîâèÿ. Ýòî ìîæíî óâèäåòü, èñïîëüçóÿ òîò
ôàêò, ÷òî äëÿ |r| � |r′| ìû ïîëó÷àåì |r − r′| = r − r̂r′ + O(1/r), ãäå r̂ = r/r. Òîãäà
óðàâíåíèå (1.76) äëÿ áîëüøèõ r ïðèîáðåòàåò âèä

ψk(r) = eikr − 2µ

4π

eikr

r

∫
dr′ e−ikr̂r

′
V (r′)ψk(r′). (1.77)

Ïðàâèëî +iε, èñïîëüçóåìîå â (1.72) ïðè îáõîäå ïîëþñà âûáðàíî â òî÷íîñòè òàê, ÷òîáû
ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå óõîäÿùåé ðàñõîäÿùåéñÿ âîëíû.

Äëÿ ïîòåíöèàëîâ êîíå÷íîãî ðàäèóñà äåéñòâèÿ îáëàñòü, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê íåíó-
ëåâîìó âêëàäó â óðàâíåíèè (1.77) îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå. Ýêñïåðèìåíòû îáû÷íî
ñòàâÿòñÿ òàê, ÷òî äåòåêòîð ðàçìåùàåòñÿ î÷åíü äàëåêî îò ðàññåèâàòåëÿ, ïðè r ìíîãî
áîëüøèõ ðàäèóñà ïîòåíöèàëà. Äðóãèìè ñëîâàìè, â óðàâíåíèè (1.77) ìû ìîæåì ñïî-
êîéíî ïîëîæèòü r � r′. Îáîçíà÷èâ k′ = kr, óðàâíåíèå (1.77) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â
çíàêîìîé ôîðìå

ψk(r) = eikr +
eikr

r
f(k′,k), (1.78)

ãäå

f(k′,k) = − µ

2π

∫
dr′ e−ik

′r′V (r′)ψk(r′). (1.79)

Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ óðàâíåíèÿ (1.79) äàåò â òî÷íîñòè áîðíîâñêóþ àìïëèòóäó â óðàâíåíèè
(1.62).

1.8 Ðàññåÿíèå öåíòðàëüíûì ïîòåíöèàëîì: ìåòîä ïàðöèàëüíûõ

âîëí

Íàèáîëåå âàæíûì ñëó÷àåì çàäà÷è î äâèæåíèè ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ÿâëÿåò-
ñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèëîâîãî öåíòðà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë
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V (r) ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì è çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëÿ r âåêòîðà r|.
Ê çàäà÷å î öåíòðàëüíîì ïîëå ñâîäèòñÿ çàäà÷à 2-õ ÷àñòèö, åñëè ïîòåíöèàë âçàèìîäåé-
ñòâèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ìû íå áóäåì çäåñü ðàññìàòðè-
âàòü ñâîéñòâà îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà L è âîïðîñû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû
âðàùåíèé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ÿâíî ó÷åñòü ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ çàäà÷è. Ýòî îáñóæ-
äåíèå ìîæíî íàéòè â ëþáîì ñòàíäàðòíîì ó÷åáíèêå êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Âìåñòî ýòîãî
ìû ñðàçó ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïîëåçíîãî ðàçëîæåíèå äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ïî ïàðöèàëüíûì âîëíàì.

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ âîëíó ñ èìïóëüñîì p â ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñü z
âûáðàíà â íàïðàâëåíèè p

eipr = eipr cosϑ. (1.80)

Ìû ìîæåì ðàçëîæèòü (1.80) â ðÿä ïî ïàðöèàëüíûì âîëíàì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîá-
ñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðîâ L2 è Lz = 0

eipr = eipr cosϑ =
∞∑
l=0

il (2l + 1) jl(pr)Pl(cosϑ), (1.81)

ãäå

Pl(cosϑ) =

√
4π

2l + 1
Yl0(ϑ, ϕ) (1.82)

ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, jl(pr) ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà (ñì. Ïðèëî-
æåíèå A). Íàïîìíèì, ÷òî ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó (ò.å. ëþáàÿ
ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò cosϑ ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî Pl(cosϑ)) è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî-
øåíèþ îðòîíîðìèðîâàííîñòè

1∫
−1

Pl(z)P
′

l (z) dz =
2 δl l′

2l + 1
. (1.83)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàçëîæèòü V (p′,p) è t(p′,p; z) ïî ñóììå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè L2. Â ñèëó ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè V (p′, p)
è t(p′, p; z) çàâèñÿò òîëüêî îò âåëè÷èíû p̂′ · p̂, èíâàðèàíòíîé ïðè âðàùåíèÿõ. Ðàçëî-
æèì V (p′,p) è t(p′,p; z) â ðÿä ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà:

V (p′,p) =
∑
l

(2l + 1)Pl(cos θ)Vl(p
′, p), (1.84)

t(p′,p;E + iε) =
∑
l

(2l + 1)Pl(cos θ) tl(p
′, p;E + iε). (1.85)

Ïîäñòàâèì ýòè ðàçëîæåíèÿ â (1.50) è âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî dΩp′′ . Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó ∫

dΩp′′Pl′(p̂
′p̂′′)Pl(p̂

′′p̂) =
4π

2l + 1
δll′ Pl(p̂

′p̂), (1.86)

ïîëó÷àåì

tl(p
′, p;E + iε) = Vl(p

′, p) +
2µ

2π2

∫
Vl(p

′, p
′′
) tl(p

′′
, p;E + iε)

k2 − p′′2 + iε
p
′′2dp

′′
, k2 = 2µE (1.87)
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Èç (1.81) ïîëó÷àåì äëÿ Vl(p
′, p)

Vl(p
′, p) = (−1)l

∞∫
0

V (r)jl(p
′r)jl(pr)r

2dr. (1.88)

Ïóñòü V (r) ñïàäàåò òàê, ÷òî èíòåãðàë

∞∫
|V (r)| r2l+2 dr

cóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî l, ò.å., |V (r)| < exp(−κr) ïðè r →∞. Òîãäà ïðè p→ 0 è p′ → 0

Vl(p
′, p) ∼ (pp′)l

∞∫
0

V (r) r2l+2 dr. (1.89)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿä èòåðàöèé äëÿ tl(p
′, p; z). Êîãäà p, p′ → 0 êàæäûé ÷ëåí â ýòîì

ðÿäó ñîäåðæèò ìíîæèòåëü (pp′)l. Ïîýòîìó ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî t-ìàòðèöà tl(p
′, p; z) ∼

O ((p′p)l) ïðè p′, p → 0. Ýòî ðàññìîòðåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, ïîñêîëüêó ðÿä èòå-
ðàöèé ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ. Îäíàêî, áîëåå ñòðîãîå ðàññìîòðåíèå ïðèâîäèò ê òîìó æå
ðåçóëüòàòó. Àíàëîãè÷íî, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè ïðè k → 0

tl(k, k;
k2

2µ
) ∼ O (k2)l

è
δl ∼ k2l+1

. Ïîýòîìó äëÿ ïîòåíöèàëà ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ ñèë ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ
äîìèíèðóþò òîëüêî S�âîëíû.

1.9 Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå T - ìàòðèöû

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè |n〉 ãàìèëüòîíèàíà H îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó:∑
n

|n〉 〈n| = 1, (1.90)

ãäå
∑
n

- ñèìâîëè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå ñóììû ïî äèñêðåòíûì óðîâíÿì è èíòåãðàëà ïî

íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó. Ïðàâàÿ ÷àñòü â (1.90) ïðåäñòàâëÿåò åäèíè÷íûé îïåðàòîð ñ ìàò-
ðè÷íûìè ýëåìåíòàìè 〈x′|1|x〉 = δ(x− x′). Ïðèìåíèì ê îáîèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (1.90)
îïåðàòîð 1/(z −H), òîãäà ïîëó÷èì

G(z) =
∑
n

|n〉〈n|
z − En

, (1.91)

or

〈x′|G(z)|x〉 =
∑
n

〈x|n〉 〈n|x〉
z − En

=
∑
n

ψn(x)ψ∗(x)

z − En
. (1.92)
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Èñïîëüçóÿ (1.47), ïîëó÷èì àíàëîãè÷íîå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ T�ìàòðèöû:

T (z) = V +
∑
n

V |n〉〈n|V
z − En

. (1.93)

Èç óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà ñëåäóåò V |n〉 = (En−H0)|n〉. Ôóíêöèè V |n〉 íàèáîëåå ïðîñòî
çàïèñûâàþòñÿ â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå:

〈p|V |n〉 = ϕn(p) = (En −
p2

2m
)ψn(p). (1.94)

Ïîýòîìó ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ T -ìàòðèöû èìååò âèä takes the form

t(p′,p; z) = V (p′ − p′) +
∑
n

ϕn(p′)ϕ∗n(p)

z − En
. (1.95)

1.10 Òîæäåñòâî Ãèëüáåðòà. Ñîîòíîøåíèå óíèòàðíîñòè

Òîæäåñòâîì Ãèëüáåðòà íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå

G(z1)−G(z2) = (z2 − z1)G(z1)G(z2), (1.96)

êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî íåïîñðåäñòâåííî. Óìíîæèì (1.96) íà V ñëåâà è ñïðàâà.
Â ëåâîé ÷àñòè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå V GV = T − V , ïîëó÷èì T (z1) − T (z2). Â ïðà-
âîé ÷àñòè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.51), ïîëó÷èì (z2 − z1)T (z1)G0(z1)G0(z2)T (z2).
Ïîëîæèì z1 = E + iε è z2 = E − iε, òîãäà z2 − z1 = −2iε, è

T (E + iε)− T (E − iε) = 2iImT (E + iε) =

= −2i ε T (E + iε)G0(E + iε)G0(E − iε)T (E − iε). (1.97)

Ïðèìåíèì òåïåðü óðàâíåíèå (1.97) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíèìîé ÷àñòè Ò-ìàòðèöû íà
ýíåðãåòè÷ñêîé ïîâåðõíîñòè to calculate the imaginary part of the on-shell T-matrix
t(k′,k; z) for z = k2/2µ + iε = k′ 2/2µ + iε. Âíà÷àëå óïðîñòèì îáîçíà÷åíèå, îáîçíà-
÷èâ

t(k′,p) = t(k′,p; k2/2µ+ iε), t(p,k) = t(p,k; k2/2µ+ iε), (1.98)

è
t(k′,k) = t(k′,k; k2/2µ+ iε), |k′| = |k|. (1.99)

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ çàïèøåì (1.97) â âèäå

Im t(k′,k) = − lim
ε→0

ε

(2π)3

∫
dΩp

∫
t(k′,p) t∗(p,k)

( k
2

2µ
− p2

2µ
)2 + ε2

p2dp. (1.100)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

lim
ε→0

ε

x2 + ε2
= πδ(x), (1.101)

ïîëó÷àåì

lim
ε→0

ε

( k
2

2µ
− p2

2µ
)2 + ε2

= πδ(
k2

2µ
− p2

2µ
) = 2µπδ(k2 − p2). (1.102)
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Òîãäà ïîëó÷èì

Im t(k′,k) = − µ

4π2

∫
dΩk′

∞∫
0

t(k′,p) δ(k2 − p2) t∗(p,k)p2dp

= − µ

8π2
k

∫
dΩk′ |t(k′,k)|2. (1.103)

Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ íîðìèðîâêó t(k′,k) (ñì. (1.63)) ïîëó÷àåì

Imf(k′,k) =
k

4π

∫
dΩk′ |f(k′,k)|2. (1.104)

Äëÿ ïàðöèàëüíîé àìïëèòóäû óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ fl(k), èñïîëüçóÿ (1.85), (1.83),
ïîëó÷èì

Imfl(k) = k |fl(k)|2. (1.105)

Óðàâíåíèå (1.105) èìååò îáùåå ðåøåíèå

fl(k) =
1

gl(k2)− ik
, (1.106)

ãäå ôóíêöèÿ gl(k
2) âåùåñòâåííà äëÿ âåùåñòâåííûõ k2. Çàïèøåì gl(k

2) â âèäå

gl(k
2) = k cot δl(k), (1.107)

ãäå δl(k) -ôàçîâûé ñäâèã, òîãäà ïîëó÷èì

fl(k) =
1

k cot δl(k)
=

1

2ik
(exp(2iδl(k)− 1) = exp(iδl(k))

sin δl(k)

k
. (1.108)

Â òåðìèíàõ ôàçîâûõ ñäâèãîâ ïîëíîå óïðóãîå ñå÷åíèå èìååò âèä

σ =
4π

k2

∑
l

sin2 δl(k). (1.109)

Óñëîâèå óíèòàðíîñòè (1.105) ëåãêî èíòåðïðåòèðóåòñÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
Re fl(k), Re fl(k):

(kRe fl(k))2 +

(
k Im fl(k)− 1

2

)2

=
1

4
. (1.110)

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò êðóã ðàäèóñà 1/2, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé Àðãàíà

äëÿ óïðóãîãî ïîòåíöèàëüíîãî ðàññåÿíèÿ. Óðàâíåíèå (1.105) èìååò îáùåå ðåøåíèå

fl(k) =
1

gl(k2)− ik
, (1.111)

ãäå âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ g(k2) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä ïî k2. Äëÿ l = 0 ïåðâûå
äâà ÷ëåíà â ýòîì ðàçëîæåíèè îáû÷íî çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

g(k2) = −1

a
+

1

2
r0k

2, (1.112)
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ãäå ìû îïóñòèëè èíäåêñ l = 0. Âåëè÷èíà a = f(0) íàçûâàåòñÿ äëèíîé ðàññåÿíèÿ, r0

íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì ðàäèóñîì.
Âðåìåííî ïðåíåáðåæåì â (1.112) ÷ëåíîì ∼ r0k

2, ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê ìàëóþ äî-
áàâêó ïî ñðàâíåíèþ ñ 1/a, òîãäà ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ìåæäó äëèíîé ðàññåÿíèÿ a è
ïàðàìåòðîì α =

√
−2µ εB, ãäå εB - ýíåðãèÿ ñâÿçè εB = −α2/2µ

1

a
= α (1.113)

Ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè ∼ r0 ïîëó÷àåì

1

a
= α− 1

2
α2 r0 (1.114)

1.11 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçàííîãî óðîâíÿ.

Óñëîâèå Áàðãìàíà

Êàê ñëåäóåò èç (2.9), ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå â ïîòåíöèàëå ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû âïåðâûå
ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà

V0 =
π2

4

~2

mR2
.

Àíàëîãè÷íîå óñëîâèå ìîæíî ïîëó÷èòü è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà V (r). Äëÿ
l = 0 ýòî óñëîâèå, âïåðâûå ïîëó÷åííîå Èîñòîì è Ïàéñîì [4], èìååò âèä

I0 =

∫ ∞
0

V (r) r dr ≥ 1, V (r) =
2µ

~2
U(r), (1.115)

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ n è l ýòî óñëîâèå èìååò âèä[5]

n(2l + 1) ≥ I (1.116)

Çíà÷åíèÿ I0 äëÿ íåñêîëüêèõ ïðîñòåéøèõ ïîòåíöèàëîâ ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1.11.
Ïðèâåäåì âûâîä ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïðåäëîæåííûé Þ.Øâèíãåðîì [6] â 1960 ã. Çà-

ìåíèì V (r) íà λV (r) è áóäåì óâåëè÷èâàòü λ îò 0 äî 1. Ïðè òàêîì óâåëè÷åíèè â ïîòåí-
öèàëå ïîñëåäîâàòåëüíî âîçíèêàþò ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ. Ïóñòü i-e ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå
âîçíèêàåò ïðè λ = λi, òîãäà λ < λ < λn < 1 < λn < 1 < λn+1. Òîãäà óðàâíåíèå Øðåäèí-
ãåðà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ïðè íóëåâîé ýíåðãèè E = 0 ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíîèó
óðàâíåíèþ

χl(r) = λ

∞∫
0

dr′gl(r, r
′)|V (r)|χl(r′), (1.117)

ãäå

gl(r, r
′) =

1

2l + 1
r<

l+1r−l> , r< = min(r, r′), r> = max(r, r′) (1.118)

Ïîñëå çàìåíû
Φl = |V |1/2χl Kl,l′ = |V (r)|1/2 gll′ V (r′)|1/2 (1.119)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì

∞∫
0

Kl(r, r
′)Φl(r

′)dr′ = λ−1Φl(r) (1.120)
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Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèÿ I0 â ôîðìóëå (2.13)

U(r) = 2µ
~2 V (r) I0 =

∞∫
0

V0(r) r dr

1 U(r) = −U0, r < R, 0, r > R π2

8
= 1, 234

2 −U0 e
−µ r ζ20

4

3 −V0
1

eµ r−1
π2

4

4 − g2 e−µ r

r
1.68

Íî ñëåä îïåðàòîðà ðàâåí ñóììå åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòêóäà íàõîäèì

∞∫
0

Kl(r, r) dr =
1

2l + 1

∞∫
0

|V (r)| r dr =
∞∑
i=1

1

λi
>

nl∑
i=1

1

λi
>

nl∑
i=1

1 = nl, (1.121)

ò.å. ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó (2.13) Ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî, íî åùå íå äîñòàòî÷íî äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Åñëè ïðèòÿãèâàþùèé ïîòåíöèàë (V (r) < 0) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé
(V ′(r) > 0), òî èçâåñòíî åùå îäíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå, ïîëó÷åííîå Ô.Êàëîäæåðî [7]

2

π

∫ ∞
0

√
−V (r) dr ≥ 1 (1.122)

Çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïîòåíöèàëà â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû.

1.12 Ôóíêöèè Èîñòà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ öåíòðàëüíîãî ïîòåíöèàëà. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ðàññåÿíèÿ u(r, k) 6 óäîâëåòâîðÿåò äèôôðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

d2 u(k, r)

dr2
+

(
k2 − 2µ

~2
V (r)

)
u(k, r) = 0. (1.123)

ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îäíî ïðè r = 0 (ðåãóëÿðíîñòü), âòîðîå ïðè
r →∞ (àñèìïòîòè÷åñêîå óñëîâèå). Ìû ôèêñèðóåì íîðìèðîâêó óñëîâèåì

u(k, r) ∼ sin(kr + δ), r →∞, (1.124)

6Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåì S âîëíîâîå ðàññåÿíèå è îïóñêàåì èíäåêñ l = 0.
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ãäå δ = δ(k) ôàçîâûé ñäâèã. Óðàâíåíèå (1.123) èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøå-
íèÿ f±(r, k), ïðåäåëÿåìûõ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè

lim
r→∞

e∓ ikrf±(r, k) = 1, (1.125)

so that
f±(k, r) ∼ exp(± ikr), r →∞ (1.126)

Åñëè f+ è f− ñóùåñòâóþò, îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, çà èñêëþ÷åèåì òî÷êè k = 0. Èç
(1.125) ñëåäóåò, ÷òî f−(k, r) = f+(−k, r). Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.123) ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè f+(k, r) è f−(k, r). Åñëè ìû îïðåäåëèì

f±(k) = f±(k, 0), (1.127)

âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (1.124) ïðè r = 0 ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê ëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ

u(k, r) = f−(k) f+(r, k) − f+(k) f−(r, k). (1.128)

Ôóíêöèÿ f+(k) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Èîñòà.
×òîáû ñâÿçàòü ôóíêöèè (1.128) ñ àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ, ñðàâíèì àñèìïòîòèêó

u(r, k) â (1.124)

u(r, k) → sin(kr + δ(k)) = − e
−iδ(k)

2i
(e−ikr − eikr+2iδ(k)) (1.129)

ñ àñèìïòîòèêîé ôóíêöèè (1.128)

lim
r→∞

u(k, r) ∼ f(k)(e−ikr − ((f(−k)/f(k)) eikr)), (1.130)

Ñëåäîâàòåëüíî, S ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ f±(k)

S(k) = e2iδ(k) = f(−k)/f(k). (1.131)

Çàìåòèì, ÷òî ôàçîâûé ñäâèã δ(k) ÿâëÿåòñÿ ôàçîé êîìïëåêñíîé ôóíêöèè f−(k)

f−(k) = |f−(k)| exp(iδ(k)) (1.132)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó f−(k) = f(k eiπ), ïîëó÷èì

S(−k) = S∗(k) =
1

S(k)
(1.133)

Ýòî óðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ôàçà δ(k) ìîæåò áûòü âûáðàíà íå÷åòíîé ôóíêöèåé k,
δ(−k) = −δ(k).

Ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ â ïîòåíöèàëå V îòâå÷àþò íóëÿì f(k) â âåðõíåé ïîëóïëîñêî-
ñòè k-ïëîñêîñòè, ãäå f(k, r) çêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðè r → ∞. Åñëè f(k0) = 0 ñ
k0 = iα, òî ôóíêöèÿ f(k0, r) òàêæå ðåãóëÿðíà â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷àåì ðåãóëÿðíóþ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìóþ ôóíêöèþ, ò.å. ñîáñòâåííóþ ôóíê-
öèþ, îòâå÷àþùóþ ñâÿçàííîìó ñîñòîÿíèþ.
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1.13 Òåîðåìà Ëåâèíñîíà

Òåîðåìà Ëåâèíñîíà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöè-
àëà (óäîâëåòâîðÿþùåãî îáû÷íûì óñëîâèÿì) ôàçà δl() óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

δl(0)− δl(∞) = nl π, (1.134)

ãäå nl ÷èñëî ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ñ óãëîâûì ìîìåíòîì l. Ýòî ñïðàâåäëèâî çà èñêëþ÷å-
íèåì ñëó÷àÿ, êîãäà s-âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Èîñòà çàíóëÿåòñÿ íà ïîðîãå,f0(0) = 0. Â ýòîì
ñëó÷àå (1.134) ïî-ïðåæíåìó ñïðàâåäëèâî äëÿ l > 0, íî äëÿ l = 0

δ0(0)− δ0(∞) = (n0 + 1/2) π (1.135)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî f0(0) 6=
0, ò.e. ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé. Ðàññìîòðèì èíòå-
ãðàë

1

2iπ

∫
C

d ln f(k) (1.136)

ãäå

d ln f(k) =
d f(k)

f(k)
, (1.137)

à C áåñêîíå÷íûé ïîëóêðóã, ò.å. ïóòü âäîëü âåùåñòâåííîé îò −∞ äî +∞, êîòîðûé çà-
ìûêàåòñÿ ïîëóêðóãîì áîëüøîãî ðàäèóñà R â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîäèíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå â (1.166) àíàëèòè÷íî íà è âíóòðè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ, çà èñêëþ÷åíè-
åì nl ïðîñòûõ íóëåé ôóíêöèè fl(k) ñ âû÷åòîì, ðàâíûì 1, îòâå÷àþùèõ ñâÿçàííûì
ñîñòîÿíèÿì. Ïî òåîðåìå Êîøè

I = nl (1.138)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü I â âèäå

I =

∫
C

d ln fl(k) =

∞∫
−∞

d ln fl(k), (1.139)

ïîñêîëüêó èç óðàâíåíèÿ

fl(k)− 1 = O(
1

kη
), η > 0 (1.140)

ÿñíî, ÷òî âêëàä áîëüøîãî ïîëóêðóãà ðàâåí íóëþ. Íà ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé
ïîëóîñè

fl(k) = |fl(k)|e−iδl(k), [k ≥ 0], (1.141)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
ln fl(k) = ln |fl(k)| − iδl(k) (1.142)

Íà îòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè ìû èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå fl(−k) = f
∗
l (k),

òîãäà ïîëó÷èì
ln fl(−k) = ln |fl(k)|+ iδl() (1.143)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â (1.139), ïîëó÷èì, ÷òî âêëàäû îò èíòåãðèðîâàíèÿ âåùå-
ñòâåííûõ ÷àñòåé âäîëü ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ïîëóîñåé ñîêðàùàþòñÿ è ÷òî

I = −2i

∞∫
0

dδl(k) = 2i [δ(0)− δl(∞)], (1.144)

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó Ëåâèíñîíà.
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1.14 Ïîòåíöèàë Þêàâû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîòåíöèàëà Þêàâû

V (r) = − γ e
−βr

r
(1.145)

Â èìïóäüñíîì ïðåäñòàâëåíèè

V (p′,p) =

∫
drV (r)eiqr = − 4πγ

q2 + β2
, (1.146)

ãäå q = p′ − p. Íà ýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

|p′| = |p| = k (1.147)

ãäå k =
√

2µE. Ïåðâîå Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ïîýòîìó
èìååò âèä

fB(q2) = f (1)(q2) = − 2µγ

q2 + β2
(1.148)

Âòîðîå Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå f (2)(k′,k )âû÷èñëèòü ãîðàçäî ñëîæíåå 7. Ñîãëàñíî
(1.50),

f (2)(k′,k) = − µ

2π

∫
dp

(2π)3
V (k′,p)G0V (p,k) =

−2µ2λ2

π2

∫
dp

1

((k′ − p)2 + β2)(p2 − k2 + iε)((p2 − k)2 + β2)
(1.149)

Óãëîâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëà
∫
dΩp âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôåéíìàíîâñêîãî òðþêà, à

èìåííî òîæäåñòâà

1

ab
=

1

2

1∫
−1

dα (a
1 + α

2
+ b

1− α
2

)−2 (1.150)

Ïîëàãàÿ
a = β2 + (′ − p)2, b = β2 + (p− )2 (1.151)

ïîëó÷àåì äëÿ èíòåãðàëà â (1.149)

1

2

1∫
−1

dα

∫
dp(µ2 + k2 + p2 − 2pP )−2(k2 + iε− p2)−1, (1.152)

where

P =
1− α

2
+

1 + α

2
′ (1.153)

7Ýòî âïåðâûå ñäåëàë Ð.Äàëèö [8], çäåñü ìû ñëåäóåì èçëîæåíèþ â ìîíîãðàôèè Ð.Íüþòîíà [9]
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Ω− èíòåãðèðîâàíèå dΩp ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì

π

1∫
−1

dα

+∞∫
−∞

dpp2[(k2 − p2 + iε)(p2 + β2 + k2 − 2pP )×

×(p2 + β2 + k2 + 2pP )]−1 (1.154)

Çàìêíåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè p ïëîñêîñòè è âûïîëíèì
èíòåãðèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î âû÷åòàõ, òîãäà ïîëó÷èì

−2iπ2k

∫ 1

0

dα(f 2 − k2 q2 α2)−1 −

−2πβ2

∫ 1

0

dα(4β2 + (1− α2) q2)−1/2(f 2 − k2 q2 α2)−1, (1.155)

ãäå
f 2 = β4 + 4β2k2 + k2q2 (1.156)

Âûïîëíèâ îñòàâøååñÿ α-èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷èì

f (2)(E, q2) =
2µ2γ2

qf

(
2 arctan

qβ

2f
+ i ln

f + kq

f − kq

)
(1.157)

Âòîðîå Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå ïîðÿäêà γ3 ê ñå÷åíèþ ðàññåÿíèÿ ∼ |f 1 + f 2|2 ïîëó÷à-
åòñÿ èç ïåðåêðåñòíîãî ÷ëåíà f (1)Ref (2). Ïîñêîëüêó f 1 âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, âêëàä â
èíòåðôåðåíöèîííûé ÷ëåí âíîñèò òîëüêî Ref (2), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

dσ2

dΩ
=

4µ2γ2

(q2 + β)2
+

16µ3γ3

(q2 + β2)qf
arctan

βq

2f
, (1.158)

ãäå f is given by (1.156). Êîãäà kβ � 1, i.e 1/k ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ 1/β arctan ìîæåò
áûòü çàìåíåí ñâîèì àðíóìåíòîì è îòíîøåíèå âòîðîãî áîðíîâñêîãî ÷ëåíà ê ïåðâîìó
ðàâíî

2µγβ

k2
· q

2 + β2

q2 + 4β2
∼ γβ

E
(1.159)

Êàê ìû è îæèäàëè, Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå äîìèíèðóåò ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ. Îò-
ìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå k � β íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ðàññåÿíèÿ (ïî÷òè)
âïåðåä, êîãäà ïåðåäàííûé èìïóëüñ ìàë ïî ñðàâíåíèþñ îáðàòíûì ðàäèóñîì,

q � β (1.160)

Ýòà îáëàñòü îòâå÷àåò äèôôðàêöèîííîìó ïèêó, ÷üÿ øèðèíà îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåäàííûì
èìïóëüñîì q � β. Â ýòîì êîíóñå óãëîâ ðàññåÿíèÿ, êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ âñå óæå è óæå
ñ ðîñòîì ýíåðãèè, ñå÷åíèå ïîñòîÿííî è ðàâíî

dσ2

dΩ
=

4µ2γ2

β4
+

8µ3γ3

β2 + 4k2
(1.161)
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1.15 Ñåïàðàáåëüíûé ïîòåíöèàë

Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, äëÿ ëîêàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà
íå ìîæåò áûòü ðåøåíî àíàëèòè÷åñêè. Ýòî, îäíàêî, íå òàê äëÿ òàê íàçûâàåìîãî ñåïàðà-
áåëüíîãî (íåëîêàëüíîãî) ïîòåíöèàëà, â êîòîðîì çàâèñèìîñòü îò (o� shell) íà÷àëüíîãî
è êîíå÷íîãî èìïóëüñîâ ôàêòîðèçóåòñÿ

V (p, p′) = − λ

2µ
g(p) g(p′) (1.162)

Äëÿ ëþáîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè g(p) âçàèìîäåéñòâèå (1.162) äåéñòâóåò òîëüêî â S-
ñîñòîÿíèè. Â äàëüíåéøåì îïóñòèì èíäåêñ l = 0. T-ìàòðèöà, îòâå÷àþùàÿ ïîòåíöèàëó
(1.162) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå

t(p′, p;E + iε) = − λ

2µ
g(p′) τ(k) g(p), k2 = 2µE. (1.163)

ãäå

τ(k) =

1 +
λ

2π2

∞∫
0

g2(p) p2 dp

k2 − p2 + iε

−1

. (1.164)

Äëÿ ôîðì ôàêòîðà èñïîëüçóåì äèïîëüíûé âèä

g(p) =
1

p2 + β2
, (1.165)

òîãäà èíòåãðàë â óðàâíåíèè (??) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ. Ïîëàãàÿ k = iκ ïîëó÷èì

λ

2π2

∞∫
0

g2(p) p2 dp

κ2 + p2
=

λ

8π

1

β (κ + β)2
(1.166)

Óäîáíî ôèêñèðîâàòü ýíåðãèþ ñâÿçè, EB = −α2/2µ. Òîãäà ïàðàìåòð λ, îïðåäåëÿþùèé
ñèëó ïîòåíöèàëà â (1.162) ðàâåí

λ = 8πβ(α + β)2. (1.167)

Ïîýòîìó

τ(iκ) =

(
1 − (β + α)2

(β + κ)2

)−1

(1.168)

Ñäåëàâ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå κ → − ik, ïîëó÷èì

τ(k) =

(
1 − (β + α)2

(β − ik)2

)−1

(1.169)

Ïðîâåðèì, ÷òî àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ

f(k) = − µ

2π
t(k, k) =

λ

4π

g2(k)

1− τ(k)
, (1.170)
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óíèòàðíîñòè (1.105). Ñíà÷àëà ïåðåïèøåì (1.105) â âèäå

Im
1

f(k)
= −k (1.171)

Òîãäà ïîëó÷èì

Im
1

f(k)
= − Imτ(k)

2β(α + β)2
· 1

g2(k)
, (1.172)

ãäå τ(k) îïðåäåëåíî â (1.169) è ìû ïîäñòàâèëè âûðâæåíèå (6.18) äëÿ λ. Èñïîëüçóÿ
òîò ôàêò, ÷òî Imτ(k) = 2(α+ β)2βg2(k), ïîëó÷àåì (1.171). Äëÿ òðèïëåòíîãî íåéòðîí-
ïðîòîííîãî ñîñòîÿíèÿ äëèíà ðàññåÿíèÿ èýôôåêòèâíûé ðàäèóñ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,

a =
2 (α + β)2

αβ (α + 2β)
, (1.173)

è

r0 =
(α + β)2 + 2β2

β (α + β)2
. (1.174)

1.16 Ïîòåíöèàë Õþëüòåíà

Óðàâíåíèå (2.60) îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ
àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ äëÿ ðÿäà aíàëèòè÷åñêè ðåøàåìûõ ïîòåíöèàëîâ. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ðàññìîòðèì S- âîëíîâîå ðàññåÿíèå äëÿ ïîòåíöèàëà Õþëüòåíà[10].

V (r) = − V0

e r/r0 − 1
. (1.175)

Ýòî êîðîòêîäåéñòâóþùèé ïîòåíöèàë, êîòîðûé âåäåò ñåáÿ êàê êóëîíîâñêèé ïîòåíöè-
àë ïðè ìàëûõ r è ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàåò c ðîñòîì r. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.123) ñ
àñèìïòîòèêîé eikr èìååò âèä

f+(r, k) = eikr F
(
a, b, c, e−r/r0

)
, (1.176)

ãäå F (a, b, c, z) ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì

F (a, b, c, z) = 1 +
a b

1! c
z +

a (a+ 1) b (b+ 1)

2! c (c+ 1)
z2 + ... , (1.177)

â êîòîðîì ïàðàìåòðû a è b ðàâíû

a = −ikr0

[
1 −

√
1−

(
2µV0

k2

)]
, (1.178)

b = −ikr0

[
1 +

√
1−

(
2µV0

k2

)]
, (1.179)

è
c = 1 + a+ b. (1.180)
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Îòìåòèì, ÷òî a+ b = −2ikr0 è ab = −2µV0r
2
0. Ïðè r = 0 ôóíêöèÿ f+(0, k) = f(k) âåäåò

ñåáÿ êàê

f(k) = F (a, b, c, 1) =
Γ(c) Γ(c− a− b)
Γ(c− a) Γ(c− b)

. (1.181)

Ïîñêîëüêó Γ(x + 1) = xΓ(x), è Γ(x) èìååò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå áåñêîíå÷íîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ

Γ(z) =
1

z

∞∏
n=1

(1 + z
n
)z

1 + z
n

(1.182)

ìû ïîëó÷àåì f(k)

f(k) =
a+ b

ab
· Γ(a+ b)

Γ(a) Γ(b)
=

∞∏
n=1

(a+ n)(b+ n)

n(a+ b+ n)
=

=
∞∏
n=1

[
1 +

2µV0r
2
0

n(n− 2ir0k)

]
=
∞∏
n=1

k − iγn
k + in

2r0

, (1.183)

where

γn =
1

2

(
2µV0r0

n
− n

r0

)
. (1.184)

Êàæäîìó âåùåñòâåííîìó ïîëîæèòåëüíîìó çíà÷åíèþ γn îòâå÷àåò ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå
ñ ýíåðãèåé

En = −γ
2
n

2µ
(1.185)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.176), â êîòîðîì

a = −n, b = − 2µV0r
2
0

n
, z = exp(− r

r0

). (1.186)

Ïåðâûå äâå (íåíîðìèðîâàííûå) ôóíêöèè ðàâíû

u1(r) ∼ (1− exp(−z)) exp(−γ1r),

u2(r) ∼ (1− exp(−z))(4− (2 + 2µV0r
2
0(1− z))) exp(−γ2r). (1.187)

1.17 Ðàçëîæåíèå Ãèëüáåðòà-Øìèäòà äëÿ óðàâíåíèÿ

Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà äëÿ 2-÷àñòè÷íîé Ò-ìàòðèöû T (W ), êîòî-
ðàÿ îïðåäåëåíà ïðè âñåõ êîìïëåêñíûõ W 8.

T (W ) = V + V G0(W )T (W ) = V + T (W )G0(W )V G0(W ) =

[
1

W −H0

]
. (1.188)

Îïðåäåëèì íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé |Ψν > è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ην

|Ψν(W ) >=
1

ην(W )
V

[
1

W −H0

]
|Ψν(W ) > . (1.189)

8Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáîçíà÷àåì ïîëíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãìþ ñèñòåìû ÷åðåç W , â ðàçäåëå 1 ýòà
âåëè÷èíà îáîçíà÷àëàñü ÷åðåç z.
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Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà èìååò âèä[
W −H0]−1V

∣∣Ψν(W ) >= ην(W )|Ψν(W ) > . (1.190)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà òåîðèè âîç-
ìóùåíèé äëÿ T -ìàòðèöû

T (W ) = V + V [W −H0]−1 V + . . . (1.191)

èìååò âèä |ην(W )| < 1 äëÿ âñåõ ν.
Îáñóäèì ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ |Ψν > è ην . Íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ïðèìåðîâ áó-

äåò ðàññìîòðåíî íèæå. Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî óðàâíåíèå (1.195) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî
â âèäå ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà[

H0 +
1

ην(W )
V

]
|Ψν(W ) >= WΨν(W ) > . (1.192)

Ôóíêöèè |Ψν(W ) > èìååò êîíå÷íóþ íîðìèðîâêó ïðè ëþáîì çíà÷åíèè W , â îòëè÷èå
îò ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.

Óðàâíåíèå (1.197) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ W < 0 ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ην(W ) åñòü òî
÷èñëî, íà êîòîðîå íóæíî ðàçäåëèòü ïîòåíöèàë V , ÷òîáû ïîëó÷èòü ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå
ñ ýíåðãèåé W . Åñëè ην(W ) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî W < 0, òî ñóùåñòâóåò ñâÿçàííîå
ñîñòîÿíèå ñ çíåðãèåé EB = −B. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî E0 > 0

Re ηµ(E0) ≈ 1, Im ηµ(E0 + iε) � 1,

òî ñèñòåìà èìååò ðåçîíàíñ èëè âèðòóàëüíîå ñîñòîÿíèå. Ýòî ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ èçó÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ìíîãîêâàðêîâûõ ðåçî-
íàíñîâ [42] 9 Ìû âñêîðå óâèäèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþøèå Ψν èìåþò òîëüêî ðàñõîäÿùèå-
ñÿ âîëíû â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì èíòóèòèâíûì îæèäàíèåì äëÿ ïîâåäåíèÿ âîëíîâîé
ôóíêöèè ðåçîíàíñà.

Ðàññìîòðèì 2-÷àñòè÷íóþ ïàðöèàëüíóþ T -ìàòðèöó T (p′, p;W ) âíå ýíåðãåòè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè 10. Ïðèìåíÿÿ îïèñàííûé âûøå ðåçîëüâåíòíîå ðàçëîõåíèå ÿäðà óðàâíåíèÿ
Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà, ïîëó÷àåì

T (p′, p;W ) =
∑
ν

gν(p
′;W )dν(W )g(p;W ), (1.193)

ãäå

dν(W ) = − 1

4π

λν(W )

1 − λν(W )
. (1.194)

Çäåñü gν(p;W ) è λν(W ) �ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà

g(p;W ) =

∫ ∞
0

V (p, p′)gν(p
′;W )

W − p′ 2/2m
p′ 2dp′ (1.195)

9Â ýòîé ðàáîòå áûëî ïîä÷åðêíóòî, ÷òî ìåòîä Ãèëüáåðòà-Øìèäòà îñîáåííî óäîáåí ïðè ðàññìîòðåíèè
ñâÿçàííûõ àäðîííûõ êàíàëîâ, êîãäà ñâÿçü êàíàëîâ ïðèâîäèò ê çàâèñÿùåìó îò ýíåðãèè ïîòåíöèàëó,
êîòîðûé íàðóøàåò ñòàíäàðòíóþ îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

10Â ýòîì ðàçäåëå èíäåêñ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà l, êàê ïðàâèëî, îïóùåí.
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Ýòè ôóíêöèè îðòîãîíàëüíû ñ âåñîâîé ôóíêöèåé (W − p2/2m)−1:∫ ∞
0

gν(p;W )(W − p2/2m)−1gµ(p;W )p2dp = − δµν . (1.196)

Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ðåçóëüòàòîì ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â
(1.196) íå ñîäåðæèò êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Çíàê â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ
âûáðàí òàê, ÷òîáû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïðè W < 0 áûëè âåùåñòâåííûìè.

Âûâîä óðàâíåíèÿ (1.193) â òî÷íîñòè àíàëîãè÷åí âûâîäó óðàâíåíèÿ (1.189).
Ðàçëîæèì ïîòåíöèàë V (p′, p) â ðÿä, ñêàæåì, ïî ôóíêöèÿì gν(p;W ). Èñïîëüçóÿ
(1.195),(1.196), ïîëó÷èì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â ýòîì ðàçëîæåíèè −(1/4π)λνgν(p

′;W ).
Ïîýòîìó 11

V (p′, p) = − 1

4π

∑
ν

λν gν(p
′;W )gν(p;W ) . (1.197)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà äëÿ T -ìàòðèöû, ïîëó-
÷àåì (1.193).

Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôêíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíà êàê â èìïóëüñíîì, òàê è â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Óðàâíåíèå,
ýêâèâàëåíòíîå (1.195), â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä:

d2

dr2
uν(r;W ) =

[
2mW − V (r)

λν(W )

]
uν(r;W ). (1.198)

c ãðàíè÷íûvb óñëîâèÿìè:

uν(r;W ) ∼ rl+1, r → 0, uν(r;W ) ∼ exp
[
i
√

2µWr
]
, r → ∞. (1.199)

Äëÿ W < 0 ìîæíî îïðåäåëèòü k =
√

2mW = iκ, ãäå κ > 0, ïîýòîìó ïðè r → ∞
ôóíêöèÿ uν(r;W ) èìååò çàòóõàþùóþ àñèìïòîòèêó. Äëÿ W = E+ iε ñ E > 0 ïàðàìåòð
k âåùåñòâåííûé è ïîëîæèòåëüíûé, ïîýòîìó uν(r;W ) ñîäåðæàò òîëüêî ðàñõîäÿùèåñÿ
âîëíû. Êîíå÷íî, òàêèå ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóþò äëÿ ýðìèòîâûõ ïîòåíöèàëîâ, îäíàêî,
îíè ìîãóò è äîëæíû ñóùåñòâîâàòü äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà V (r)/λν(W ).

Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå λν(Wν) = 1 îïðåäåëÿåò ýíåðãèþ ñâÿçàííîãî óðîâíÿ Wν .
Âçÿâ â óðàâíåíèè (1.193) âû÷åò â ïîëþñå W = Wν = α2

ν/2m, ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó
gν(p ;Wν) è âîëíîâîé ôóíêöèåé ν-ãî ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ψν(p):

gν(p ;Wν) = − 4πγν
2m

(p2 + α2
ν)ψν(p), (1.200)

ãäå

γν =

(
dλν(W )

dW

)
W=Wν

. (1.201)

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè uν(r;W ) è gν(p;W )(W−p2/2µ)−1 â êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì
ïðîñòðàíñòâàõ, ñâÿçàíû ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì:

gν(p;W )(W − p2/2µ)−1 =
il

2π2

∫ ∞
0

uν(r;W )jl(pr)rdr. (1.202)

11Âûáîð ïàðàìåòðà W â (1.197) ñîâåðøåííî ïðîèçâîëåí: õîòÿ êàæäûé ÷ëåí â ýòîì óðàâíåíèè çàâè-
ñèò îò W , ïîëíàÿ ñóììà îò W íå çàâèñèò.
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Óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè (1.196), çàïèñàííîå â òåðìèíàõ ôóíêöèé uν(r;W ), èìå-
þò âèä

∞∫
0

uν′(r;W )V (r)uν(r,W ) dr = −δν′νλν(W ) . (1.203)

Íèæå ìû, ñëåäóÿ Ñ.Âàéíáåðãó [15], ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé.

1. Àíàëèòè÷íîñòü. Ñîáñòâåííûå çà÷åíèÿ λν(W ) äëÿ ïîòåíöèàëà γV îïðåäåëÿþòñÿ
êàê êîðíè óðàâíåíèÿ

f

(
−k, γ

λ

)
= 0, (1.204)

ãäå f(k) �ôóíêöèÿ Èîñòà, îïðåäåëåííàÿ à ðàçäåëå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, îñîáåííîñòè
λν(W ), êàê ôóíêöèè k =

√
2mW ñîâïàäàþò ñ îñîáåííîñòÿìè f(−k, γ). Ïîñëåäíÿÿ,

êàê èçâåñòíî, ðåãóëÿðíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè k. ×àñòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì
ðàñïðîñòðàíèòü îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè f(−k, γ) íà íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè èíòåãðàë

∞∫
V (r) exp

[
r

r0

]
< ∞ ,

òî f(k) àíàëèòè÷íà äëÿ Im − k > 1/2r0. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè f(k)
òàêæå ñäâèãàåòñÿ â íèæíþþ ïëîñêîñòü. Íàïðèìåð, äëÿ ïîòåíöèàëà Õþëüòåíà V (r) =
−γ [ exp(r/r0)− 1 ]

λν(k) =
2mγr2

0

ν(ν − 2ikr0)
(1.205)

èìååò ïîëþñû â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ïðè kν = − iν/2r0. Â ëþáîì ñëó÷àå λν(W )
àíàëèòè÷íû íà ôèçè÷åñêîì ëèñòå ïëîñêîñòè ýíåðãèè ñ ðàçðåçîì âäîëü ïîëîæèòåëü-
íîé âåùåñòâåííîé îñè îò 0 äî +∞. Áîëåå òîãî, äëÿ ýðìèòîâûõ ïîòåíöèàëîâ λν(W )
âåùåñòâåííû äëÿ W < 0. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè)
óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ñèììåòðèè Øâàðöà

λν(W
∗) = λ∗ν(W ).

2. Ïîâåäåíèå λν(W ) ïðè âåùåñòâåííûõ îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèÿõ. Âèä çàâèñèìîñòè
λν(W ) ïðè âåùåñòâííûõ W < 0 cëåäóåò èç èõ ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè (ñì. çàìå÷à-
íèå ïîñëå óðàâíåíèÿ (1.199)). Äëÿ ÷èñòî ïðèòÿãèâàþùåãî (V < 0)) èëè îòòàëêèâàþ-
ùåãî (V > ) ïîòåíöèàëà âñå λν(W ) ïîëîæèòåëüíû (îòðèöàòåëüíû) ïðè âåùåñòâåííûõ
W < 0. Ìîæíî ïîêàçàòü [15] , ÷òî

1

λν(W )
· dλν
dW

> 0 (1.206)

äëÿ W < 0. Ïîýòîìó êàæäîå ïîëîæèòåëüíîå λν óáûâàåò, à êàæäîå îòðèöàòåëüíîå λν
óâåëè÷èâàåòñÿ, êîãäà ýíåðãèÿ èçìåíèåòñÿ îò 0 äî −∞. Ïîòåíöèàë, ñîäåðæàùèé êàê
ïðèòÿæåíèå, òàê è îòòàëêèâàíèå ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ. Ýòî ðàçäåëåíèå àáñîëþòíî, ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íå ìîãóò
èçìåíèòü çíàê.
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3. Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïîâåäåíèå ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ λν(W ) àíàëèòè÷íû â êîìïëåêñíîé W -ïëîñêîñòè, ðàçðåçàííîé âäîëü âå-
ùåñòâåííîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóñè, è óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè îíè óäîâëåòâîðÿþò
äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ áåç âû÷èòàíèé

λν(W ) =
1

π

∞∫
0

ρµ(W ′)dW ′

W ′ −W
, (1.207)

ãäå ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ρν(W
′) > 0 äëÿ V < 0 è ρν(W

′) < 0 äëÿ V > 0. Ïîýòî-
ìó ìíèìàÿ ÷àñòü λν(W ) ïîëîæèòåëüíî èëè îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà âî âñåé îáîàñòè

=W > 0. Ïðè W → 0 ρν(W ) ∼ W l+ 1
2 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ W

λν(W + i0)− λν(0) = aνW + ibνW
l+ 1

2 (1.208)

Ïîýòîìó ðàçíîñòü λν(W + i0)−λν(W ) â îñíîâíîì ÷èñòî ìíèìàÿ è ðàñòåò êàê
√
W äëÿ

S-âðîíîâîãî ðàññåÿíèÿ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ l 6= 0 ýòà ðàçíîñòü â îñíîâíîì âåùåñòâåííà
è ðàñòåò êàê W .

4. Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà ïåðâîì ëèñòåW . Ïîäâåäåì èòîã è
îïèøåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèè λν(W ) êàê ôóíêöèè ýíåðãèè, êîãäà W ìåíÿþòñÿ íà âå-
ùåñòâåííîé îñè îòW = −∞ äî 0 , è çàòåì âäîëü âåðõíåãî áåðåãà ðàçðåçà îòW = 0+iε
äî W = +∞ + iε. Ëþáîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λν(W ), îòâå÷àþùåå ïîòåíöèàëó ïðè-
òÿæåíèÿ, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò íóëÿ ïðè W = −∞ äî íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî
çíà÷åíèÿ λν(0) ïðè W = 0. Êîãäà W äàëüøå óâåëè÷èâàåòñÿ (W = E + iε ñ E > 0)
λν ñòàíîâèòñÿ êîìïëåêñíûì ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî
ýòîò ðîñò âíà÷àëå âåðòèêàëåí äëÿ S-âîëíîâîãî ðàññåÿíèÿ íà êîðîòêîäåécòâóþùåì ïî-
òåíöèàëå ïðèòÿæåíèÿ è ãîðèçîíòàëåí äëÿ âûñøèõ ïàðöèàëüíûõ âîëí. Íàêîíåö, äëÿ
W = ∞ + iε λν(W ) âîçâðàùàåòñÿ ÷åðåç âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü W â èñõîäíóþ òî÷-
êó. Ýòî ïîâåäåíèå ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî íà Ðèñ. 4 äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîòåíöèàëà
Õþëüòåíà; êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå P -âîëíîâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîêàçàíî íà ðèñ.
5.

Ðèñ. 4. Òðàåêòîðèè ïåðâûõ äâóõ S -âîëíîâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè W äëÿ ïîòåíöèàëà Õþëüòåíà V (r) = −γ [exp r/r0 − 1]−1 , γ = 1/mr2

o.
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Ðèñ. 5. Êà÷åñòâåííûé âèä òðàåêòîðèé ïåðâûõ äâóõ P -âîëíîâûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè W äëÿ òèïè÷íîãî ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñõîäèìîñòü áîðíîâñêîãî ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé òåñíî ñâÿçàíà ñ ïîâå-
äåíèåì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λν(W ). Áîðíîâñêèé ðÿä ïðè íåêîòîðîé ýíåðãèèW ðàñõî-
äèòñÿ, åñëè îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëåæèò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà. Ïîñêîëüêó äëÿ
L2 ÿäðà ðÿä

∑
ν 1/λ2

ν cõîäèòñÿ, ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ âíå åäèíè÷íîãî
êðóãà, êîíå÷íî. Ïîýòîìó èç ïîòåíöèàëà âñåãäà ìîæíî âû÷åñòü âêëàä êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà "îïàñíûõ"òðàåêòîðèé òàê ÷òîáû îñòàòî÷íîå âçàèìîäåéñòâèå ñõîäèëîñü ïðè äàííîé
ýíåðãèè. Äåòàëüíîå îáñóæäåíèå ýòîé ïðîöåäóðû ñîäåðæèòñÿ ó Âàéíáåðãà è Íüþòîíà
[15], [?].

5. Îòìåòèì åùå ïîëåçíîå ïðåäñòàâëåíèå S-ìàòðèöû

S(k) =
∞∏
ν=1

1 − λν(W−)

1− λν(W ∗
+)

=
∞∏
ν=1

1 − λν(−k)

1− λν(k)
, (1.209)

ãäå W+ è W− ëåæàò, ñîîòâåòñòâåííî, íà âåðõíåì è íèæíåì áåðåãàõ óïðóãîãî ðàçðåçà.
Ïîñêîëüêó λν(W−) = λ∗ν(W+), âûðàæåíèå (1.209) àâòîìàòè÷åñêè óíèòàðíî. Èç (1.209)
ñëåäóåò

δν(k) = −
∞∑
ν=1

arg [1− λν(k)] (1.210)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò áîëåå øèðîêèé ñìûñë ÷åì (1.209) è ïðèìåíèìî, â
÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå, êîãäà îòêðûòû íåóïðóãèå ïîðîãè. Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî ïðîâåñòè
óïðóãèé ðàçðåç âûøå íåóïðóãîãî è âûáðàòü W− â òî÷êå ëåæàùåé ìåæäó äâóìÿ ðàçðå-
çàìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ýíåðãèé âûøå íåóïðóãîãî ïîðîãà λν(W−) 6= λ∗ν(W+), â
ýòîì ñëó÷àå |Sl| < 1.

1.18 Àíàëèìè÷åñêèå ðåøåíèÿ â ìåòîäå Ãèëüáåðòà-Øìèäòà.

Óðàâíåíèå (1.198) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ðÿäà ïîòåíöèàëîâ. Ïðîñòåéøèé
ïðèìåð�ýòî ñåïàðàáåëüíûé ïîòåíöèàë ïåðâîãî ðàíãà, óæå ðàññìîòðåííûé â ðàçäåëå
1.14.

V (p′; p) = − γ

2m
g(p′)g(p), (1.211)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ T-ìàòðèöà ðàâíà

t(p′, p;W ) = − γ

2m
g(p′)τ(W )g(p), (1.212)

ãäå

τ(W ) =
[
1 − 4π

γ

2m
J(W )

]
, J(W ) =

∞∫
0

[g(p)]2p2dp

p2/2m−W
. (1.213)

Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 1.14, äëÿ Þêàâñêîãî ôîðì ôàêòîðà g(p) = (p2 + β2)−1 èíòå-
ãðàë â (1.213) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí àíàëèòè÷åñêè:

4π
γ

2m
J(W ) =

(β + α)2

(β +
√
−2mW )2

. (1.214)
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Â ýòîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íàÿ ñóììà () ñâîäèòñÿ ê îäíîìó ÷ëåíó è ìû ìîæåì îòîæäå-
ñòâèòü

gν(p,W ) =
g(p)√
J(W )

δ ν1, λν(W ) = 4π
γ

2m
J(W ) δν 1. (1.215)

Ðåçóëüòàò (1.215) íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ òåì ôàêòîì, ÷òî ñåïàðàáåëüíûé ïîòåíöèàë
ïåðâîãî ðàíãà èìååò ðîâíî îäíî ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå, íåçàèñèìî îò òîãî, êàê âåëèêà
êîíñòàíòà γ â (1.211). Îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî ïîòåíöèàëà ðàí-
ãà N î÷åâèäíî: òàêîé ïîòåíöèàë èìååò ðîâíî N ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé.

Äëÿ ëîêàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ ÷èñëî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé áåñêîíå÷íî. Â ýòîì ñëó-
÷àå óðàâíåíèå (1.198) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â òîì ñëó÷àå, åñëè àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå èìååò ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîò-
ðèì S-âîëíîâîå ðàññåÿíèå äëÿ ïîòåíöèàëà Õþëüòåíà:

V (r) = − λ

2mr2
0

(
e

r
r0 − 1

)−1

. (1.216)

Ïðè ìàëûõ r � r0 ýòîò ïîòåíöèàë âûãëÿäèò êàê êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë

VC(r) = − Ze
2

r
, (1.217)

åñëè ìû îòæäåñòâèì Ze2 = λ/2mr0. Ïðè r � r0 (1.216) ïðèáëèæàåòñÿ ê ýêñïîíåíöè-
àëüíîìó ïîòåíöèàëó

V (r) ≈ − λ

2mr2
0

exp(−r/r0). (1.218)

f(k) =
a+ b

ab
· Γ(a+ b)

Γ(a) Γ(b)
=

∞∏
n=1

(a+ n)(b+ n)

n(a+ b+ n)
=

=
∞∏
n=1

[
1 +

2µV0r
2
0

n(n− 2ir0k)

]
=
∞∏
n=1

k − iγn
k + in

2r0

, (1.219)

where

γn =
1

2

(
2µV0r0

n
− n

r0

)
. (1.220)

Òî÷íàÿ ôóíêöèÿ Èîñòà ðàâíà

f(k, λ) =
∞∏
ν=1

[
1 − λ

ν(ν + 2ikr0)

]
, (1.221)

ïîýòîìó êîðíè óðàâíåíèÿ () ðàâíû

ην(W ) =
λ

ν(ν − 2ikr0)
=

λ

ν(ν + [−8mWr2
0]1/2)

. (1.222)

Íå íîðìèðîâàííàÿ ñîáñòâåííàÿ ñ ν = 1 èìååò âèä

ψ1(r, k) = eikr(1− r/r0)−1. (1.223)
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Â çàêëþ÷åíèå âûïèøåì ïîó÷èòåëüíîå ðàçëîæåíèå Ãèëüáåðòà�Øìèäòà äëÿ äëèíû ðàñ-
ñåÿíèÿ a. Äëÿ ïîòåíöèàëà â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû

a =
8r0

π2

∞∑
ν=1

1

(2ν − 1)2 − 1
× 1

(2ν − 1)2 − β
, β =

4

π2
· 2mγr2

0 (1.224)

Äëÿ β < 1 ìû ìîæåì ðàçëîæèòü âòîðîé ñîìíîæèòåëü â êàæäîì ÷ëåíå ñóììû (1.224)
â ðÿä ïî β. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ðÿäó òåîðèè âîçìóùåíèé

a = −8r0

π2
β

∞∑
n=0

ξnβ
n, (1.225)

ãäå

ξn =
∞∑
p=1

1

(2p− 1)2n+4
=

π2n+4

2
· 22n+4 − 1

(2n+ 4)!
|B2n+4|, (1.226)

B2n+4� ÷èñëà Áåðíóëëè: B4 = −1/30, B6 = 1/42, . . . . Ñóììà (1.225) ìîæåò áûòü âû-
÷èñëåíà â ÿâíîì âèäå è ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó [?]

a = r0

(
1− tan ρ

ρ

)
, ρ = αr0. (1.227)

Ïîäñòàâëÿÿ ξ0 = π4/96, ξ1 = π6/960, . . . , ïîëó÷èì

a = −r0 (
1

3
ρ2 +

2

15
ρ4 + . . . ) (1.228)

Åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ ó÷åòîì òîëüêî ïåðâîãî ÷ëåíà â (1.225), òî ïîëó÷èì ξn = 1
äëÿ âñåõ n. Îøèáêà ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî÷òè öåëèêîì îáóñëîâëåíà ïåðâûì ÷ëåíîì â
(1.225) è ñîñòàâëÿåò ∼ 4%. Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà Õþëüòåíà ïðè-
âîäÿò ê ðåçóëüòàòó

a = −2α2r0

∞∑
ν=0

1

ν

1

ν2 − α2
= −2a2 r0

∞∑
n=0

α2nζ(2n+ 3), (1.229)

ãäå ζ(x) � ζ-ôóíêöèÿ Ðèìàíà. Åå íåñêîëüêî ïåðâûõ çíà÷åíèé ðàâíû

ζ(3) = 1.202 · · · ζ(5) = 1.00835 · · · ζ(7) = 1.002008 · · ·

Ó÷åò òîëüêî ïåðâîãî Ãèëüáåðò-Øìèäòîâñêîãî ðåçîíàíñà ýêâèâàëåíòåí çàìåíå ζ(2n +
3)→ 1. Êàê è â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû, òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âëèÿåò,
ãëàâíûì îáðàçîì, íà ïåðâûé áîðíîâñêèé ÷ëåí.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ñíîâà ïîä÷åðêíåì, ÷òî óðàâíåíèå ην(Wν) = 1 è åãî
îáîáùåíèå íà ìíîãî÷àñòè÷íûé ñëó÷àé [?] åñòü â äåéñòâèòåëüíîñòè íàèáîëåå åñòåñòâåí-
íûé è ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíûé îïðåäåëåíèÿ ðåçîíàíñîâ êàê â ôèçèêå ìàëîíóêëîí-
íûõ ñèñòåì [?], òàê è â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö [42].
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1.19 Pàññåÿíèå íà æåñòêîé ñôåðå

Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå íà æåñòêîé ñôåðå 12

V =∞ for r < R, V = 0 for r > R. (1.230)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ðàññåÿíèÿ

ul(k, r) = jl(kr) cos(δl)− nl(kr) sin(δl) (1.231)

äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íîëü ïðè r = R, òîãäà èç óðàâíåíèÿ (1.231) ïîëó÷èì

tan(δl) =
jl(kR)

nl(kR)
(1.232)

Òàêèì îáðàçîì, ôàçû èçâåñòíû äëÿ ëþáîãî l. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå S-âîëíîâîå ðàññåÿ-
íèå l = 0. Óðàâíåíèå (1.232) äëÿ l = 0, ïðèíèìàåò âèä

tan(δ0) =
sin(kR)/kR

− cos(kR)/kR
= − tan(kR), (1.233)

èëè δ0 = −kR. Ðàäèàëüíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ðàññåÿíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u0(k, r) ∝ (sin(kr) cos(δ0) + cos(kr) sin(δ0)) = sin(kr + δ0) (1.234)

Ðàññìîòðèì òåïåðü δl â ïðåäåëå íèçêèõ è âûñîêèõ ýíåðãèé. Â ïðåäåëå íèçêèõ ýíåðãèé
kR� 1. Èñïîëüçóåì ôîðìóëû èç Ïðèëîæåíèÿ À

jl(x) =
xl

(2l + 1)!!
, nl(x) = −(2l − 1)!!

xl+1
, x→ 0, (1.235)

òîãäà ïîëó÷àåì

tan(δl) =
−(kR)2l+1

(2l + 1)!!(2l − 1)!!
(1.236)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, It is δl ñ l 6= 0. Ïîñêîëüêó δ0 = −kR íåçàâèñèìî îò òîêî,
âåëèêî k èëè íåò, ìû ïîëó÷àåì

dσ

dΩ
=

sin2 δ0

k2
= R2 for kR� 1 (1.237)

Ïîëíîå ñå÷åíèå

σtot =

∫
dσ

dΩ
dΩ = 4π R2 (1.238)

â 4 ðàçà áîëüøå ãåîìåòðè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ13 Îäíàêî, íèçêî-ýíåðãåòè÷åñêîå ðàññåÿíèå
îçíà÷àåò äëèííî-âîëíîâîé ïðåäåë, â êîòîðîì ìû íå îæèäàåì ñ íåîáõîäèìîñòüþ âîñ-
ïðîèçâåäåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà.

12 Çäåñü ìû ñëåäóåì J. J. Sakurai [11]
13Ïîä ãåîìåòðè÷åñêèì ñå÷åíèåì ïîíèìàåòñÿ ïëîùàäü äèñêà ðàäèóñà R, êîòîðûé áëîêèðóåò ðàñïðî-

ñòðàíåíèå ïëîñêîé âîëíû
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Ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî ïðè âûñîêîé ýíåðãèè ìû äîëæíû ïîëó÷èòü ãåîìåòðè-
÷åñêîå ñå÷åíèå π R2, ïîñêîëüêó ïðè âûñîêîé ýíåðãèè ñèòóàöèÿ î÷åíü ïîõîæà íà êâàçè-
êëàññè÷åñêóþ Îäíàêî, ýòî íå òàê. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ
âñå âîëíû âïëîòü äî lmax = kR âíîñÿò âêëàä â ñå÷åíèå. Ïîýòîìó ñå÷åíèå ðàâíî

σtot =
4π

k2

l= kR∑
l= 0

(2l + 1) sin2 δl (1.239)

Èñïîëüçóÿ (1.232), ïîëó÷àóì

sin2 δl =
tan2 δl

1 + tan2 δl
=

j2
l (kR)

j2
l (kR) + n2

l (kR)
= sin2(kR− π l

2
), (1.240)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè Eqs. (7.13)

jl(x) ∼ 1

x
sin

(
x− π l

2

)
, nl(x) ∼ −1

x
cos

(
x− π l

2

)
(1.241)

ïðè x → ∞. Ïîñêîëüêó êàæäûé ðàç, êîãäà Because each time l óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäè-
íèöó, δl óìåíüøàåòñÿ íà π/2, äëÿ ïàðöèàëüíûõ âîëí ñ l è l + 1 ïîëó÷àåì

sin2 δl + sin2 δl+1 = sin2 δl + sin2(δl − π/2) = sin2 δl + cos2 δl = 1 (1.242)

Ïîëíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ â ñóììå ïî l, ãðóáî ãîâîðÿ, ðàâíî lmax = kR, êîëè÷åñòâî òàêèõ
ïàð ðàâíî lmax/2 = kR/2. Ñîáðàâ âñå ýòè ôîðìóëû âìåñòå, ïîëó÷èì äëÿ (1.239)

σtot =
4π

k2
(kR)2 1

2
= 2π R2, (1.243)

÷òî òàê æå íå ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ñå÷åíèåì.
×òîáû ïîíÿòü ïðîèñõîæäåíèå ìíîæèòåëÿ 2 â óðàâíåíèè (1.243), ìû ðàçäåëèì

f(k, θ) =
∑
l

(2l + 1)

(
e2iδl − 1

2ik

)
Pl(cos θ) =

∑
l

(2l + 1) eiδl sin δl Pl(cos θ) (1.244)

íà äâå ÷àñòè
f(k, θ) = fr(k, θ) + fs(k, θ), (1.245)

ãäå

fr(k, θ) =
1

2ik

kR∑
l

(2l + 1) e2iδl Pl(cos θ), (1.246)

fs(k, θ) =
i

2k

kR∑
l

(2l + 1)Pl(cos θ) (1.247)

Ïðè âû÷èñëåíèè
∫
|fr|2 dΩ, îðòîãîíàëüíîñòü ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà Pl(cos θ) ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû äëÿ âêëàäà àìïëèòóä ñ ðàçëè÷íûìè l ñîêðàùàþòñÿ,
è ìû ïîëó÷àåì ñóììó êâàäðàòîâ ìîäóëåé ïàðöèàëüíûõ âîëí t∫

|fr|2 dΩ =
2π

4k2

lmax∑
l= 0

1∫
−1

(2l + 1)2 P 2
l (cos θ) d cos θ =

πl2max
k2

= π R2 (1.248)
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Òåíåâàÿ àìïëèòóäà (?? ÷èñòî ìíèìàÿ. Îíà èìååò ïèê äëÿ ðàññåÿíèÿ âïåðåä, ïî-
ñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå âêëàäû ïàðöèàëüíûõ âîëí ñêëàäûâàþòñÿ êîãåðåíòíî. Èñïîëü-
çóÿ äëÿ Pl(cos θ ïðèáëèæåíèå ìàëûõ óãëîâ, ïîëó÷àåì

fs =
i

2k

∑
(2l + 1)J0(lθ) = ik

∫ R

0

b db J0(kbθ) =
iRJ1(kRθ

θ
(1.249)

Ýòî â òî÷íîñòè ôîðìóëà ëëÿ Ôðàóíãîôôåðîâîé äèôôðàêöèè â îïòèêå ñ ïèêîì âáëèçè
θ = 0. Ïîëàãàÿ ξ = kRθ è dξ/ξ = dθ/θ, ïîëó÷àåì

∫
|fs|2 dΩ = 2π R2

∞∫
0

J2
1 (ξ)

ξ
dξ = πR2 (1.250)

Èíòåðôåðåíöèîííûé ÷ëåí, ñîäåðæàùèé ïðîèçâåäåíèå fr è fs îáðàùàåòñÿ â íîëü,
òàê êàê ôàçà fr îñöèëëèðóåò (íàïîìíèì, ÷òî δl+1 = δl − π/2) è ïðè óñðåäíåíèè äàåò
íîëü, â òî âðåìÿ êàê fs ÷èñòî ìèìàÿ âåëè÷èíà. Ïîýòîìó

σtot = σrtot + σstot = πR2 + πR2 = 2πR2 (1.251)

Âòîðîé ÷ëåí â ýòîì âûðàæåíèè îòâå÷àåò òåíåâîìó ðàññåÿíèþ, ïîñêîëüêó ïðè ðàñ-
ñåÿíèè íà æåñòêîé ñôåðå ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ âîëíû ñ ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðîì,
ìåíüøèì R äîëæíû îòðàæàòüñÿ. Ïîýòîìó ñðàçó ïîçàäè ðàññåèâàòåëÿ âåðîÿòíîñòü íà-
õîæäåíèÿ ÷àñòèöû ðàâíà íóëþ, ò.å. äîëæíà îáðàçîâûâàòüñÿ òåíü. Â êâàíòîâîé ìåõàíè-
êå ýòà òåíü îáðàçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå äåñòðóêòèâíîé èíòåðôåðåíöèè ìåæäó ïàäàþùåé
âîëíîé (êîòîðàÿ ïðèñóòñòâóåò äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàññåèâàòåëü îòñóòñòâóåò) è
ðàññåÿííîé âîëíîé. Òàêèì îáðàçì, ÷òîáû îáðàçîâàëàñü òåíü, íóæíî ðàññåÿíèå. Òåíå-
âàÿ àìïëèòóäà äîëæíà áûòü ÷èñòî ìíèìîé. Äêéñòâèòåëüíî, íàïîìíèì, ÷òî ìíîæèòåëü
eikr/2ikr äëÿ l-é ïàðöèàëüíîé âîëíû ðàâåí 1+2ikfl(k), ãäå 1 ïðèñóòñòâóåò äàæå â îòñóò-
ñòâèå ðàññåèâàòåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñîêðàùåíèÿ ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
Im fl áûëà ïîëîæèòåëüíîé.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòî ðàññóæäåíèå äàåò ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ îïòè÷åñêîé
òåîðåìû. Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî Im fr(0) ïðè óñðåäíåíèè äàåò íîëü áëàãîäàðÿ áûñòðî
îñöèëëèðóþùåé ôàçå.

4π

k
Imf(0) =

4π

k
Imfs =

4π

k
Im

(
i

2k

kR∑
0

(2l + 1)Pl(1)

)
= 2πR2, (1.252)

÷òî äåéñòâèòåëüíî ðàâíî σtot â (1.251).

1.20 Óðàâíåíèÿ Ôàääååâà

Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà

T (z) = V + V G0(z)T (z), V =
∑
i<j

Vij (1.253)

äëÿ ÷èñëà ÷àñòèö ≥ 3 íå ìîæåò áûòü ðåøåíî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè. Òðóäíîñòü çäåñü
ìîæåò áûòü âûðàæåíà ðàçíûìè ñïîñîáàìè a) ÿäðî V G0 ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
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ÿäðîì òèïà L2 äàæå åñëè ïîòåíöèàë îáëàäàåò äîñòàòî÷íî õîðîøèì ïîâåäåíèåì è ïðè-
âîäèò ê 2-÷àñòè÷íîìó ÿäðó òèïà L2, b) ÿäðî V G0 ñîäåðæèò íåñâÿçàííûå ãðàôèêè, ñì.
ðèñ. 3.

Ðèñ.3. Íåñâÿçàííûå ãðàôèêè â ñèñòåìå òðåõ (à) è ÷åòûðåõ (b,c) ÷àñòèö.

Âûðàæåíèå, îòâå÷âþøåå êàæäîìó ñâÿçàííîìó ãðàôèêó, ñîäåðæèò îáùóþ δ-ôóíêöèþ,
âûðàæàþùóþ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Ýòà δ-ôóíêöèÿ ïîëíîñòüþ áåçîáèäíà, è ìî-
æåò áûòü âûäåëåíà èç óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà â êà÷åñòâå îáùåãî ìíîæèòåëÿ.
Îäíàêî, ëþáîé íåñâÿçàííûé ãðàô ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûå δ-ôóíêöèè, êîòîðûå íå
ñîõðàíÿþòñÿ ïîëíûì âçàèìîäåéñòâèåì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò áûòü ôàêòîðèçîâà-
íû. Ýòè îïàñíûå δ ôóíêöèè íå èñ÷åçàþò ïîñëå èòåðàöèé è ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ÿäðî
íå ïðèíàäëåæèò ê L2 êëàññó.

Íå äåëàÿ íèêàêèõ ïîïûòîê ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ, ìû â äàëüíåé-
øåì ðàññìàòðèâàåì îòñóòñòâèå òàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ δ-ôóíêöèé èëè èõ èñ÷åçíîâåíèå
ïîñëå íåêîòîðîãî ÷èñëà èòåðàöèé êàê ôîðìàëüíûé ïðèçíàê ïîëíîñòüþ íåïðåðûâíîãî
ÿäðà. Ìû ìîæåì òåïåðü ñôîðìóëèðîâàòü íàøó çàäà÷ó: ìîæíî ëè ïåðåïèñàòü óðàâíå-
íèå Ëèïïìàíà-Ùâèíãåðà (1.259) äëÿ N ≥ 3 â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé, ÿäðà êîòîðîé èëè ñâÿçàíû èëè ñòàíîâÿòñÿ ñâÿçàííûìè ïîñëå íåêîòîðîãî
÷èñëà èòåðàöèé? 14

Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà Ë.Ä.Ôàääååâûì [13] äëÿ òðåõ ÷àñòèö è åãî ó÷åíèêîì
Î.À.ßêóáîâñêèì [14] äëÿ N ≥ 3. Ïîêàæåì, êàê ðàáîòàåò ìåòîä Ôàääååâà äëÿ 3-õ
÷àñòèö. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû

Tα = Vα + VαG0(z)T (z), α = 12, 31, 23 (1.254)

Î÷åâèäíî, ÷òî

T (z) =
∑
α

Tα(z) (1.255)

14Ìû ïðåäïîëàãàåì, êîíå÷íî, ÷òî 2-÷àñòè÷íûå ïîòåíöèàëû óáûâàþò äîñòàòî÷íî áûñòðî, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü L2 ñâîéñòâà 2-÷àñòè÷íûõ ÿäåð.
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Îïåðàòîðû (1.260) íàçûâàþòñÿ ôàääååâñêèìè êîìïîíåíòàìè15, ýòè êîìïîíåíòû óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíÿì

Tα = Vα + VαG0(z)
∑
β

T β(z), β = 12, 31, 23 (1.256)

Ïåðåíåñåì ÷ëåí ñ β = α â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ â åãî ëåâóþ ÷àñòü, òîãëà
ïîëó÷èì

(1− VαG0(z))Tα = Vα + VαG0(z)
∑
β 6=α

T β(z) (1.257)

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå ñïðàâà íà (1− VαG0(z)))−1. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî
(1− VαG0(z)))−1 Vα = Tα, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ôàääååâà

Tα = Tα + TαG0(z)
∑
β 6=α

T β(z), (1.258)

ãäå Tα - 3-÷àñòè÷íûé îïåðàòîð, à Tα - 2-÷àñòè÷íûé îïåðàòîð. Îáà îïåðàòîðà îïðåäå-
ëåíû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 2-÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ôàääååâà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ñâÿçàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ. Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà

T (z) = V + V G0(z)T (z), V =
∑
i<j

Vij (1.259)

äëÿ ÷èñëà ÷àñòèö ≥ 3 íå ìîæåò áûòü ðåøåíî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè. Òðóäíîñòü çäåñü
ìîæåò áûòü âûðàæåíà ðàçíûìè ñïîñîáàìè:
a) ÿäðî V G0 ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì òèïà L2 äàæå åñëè ïîòåíöèàë îáëàäàåò
äîñòàòî÷íî õîðîøèì ïîâåäåíèåì è ïðèâîäèò ê 2-÷àñòè÷íîìó ÿäðó òèïà L2, è
b) ÿäðî V G0 ñîäåðæèò íåñâÿçàííûå ãðàôèêè, ñì. ðèñ.2
Âûðàæåíèå, îòâå÷âþøåå êàæäîìó ñâÿçàííîìó ãðàôèêó, ñîäåðæèò îáùóþ δ-ôóíêöèþ,
âûðàæàþùóþ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Ýòà δ-ôóíêöèÿ ïîëíîñòüþ áåçîáèäíà, è ìî-
æåò áûòü âûäåëåíà èç óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà â êà÷åñòâå îáùåãî ìíîæèòåëÿ.
Îäíàêî, ëþáîé íåñâÿçàííûé ãðàô ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûå δ-ôóíêöèè, êîòîðûå íå
ñîõðàíÿþòñÿ ïîëíûì âçàèìîäåéñòâèåì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò áûòü ôàêòîðèçîâà-
íû. Ýòè îïàñíûå δ ôóíêöèè íå èñ÷åçàþò ïîñëå èòåðàöèé è ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ÿäðî
íå ïðèíàäëåæèò ê L2 êëàññó.

Íå äåëàÿ íèêàêèõ ïîïûòîê ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ, ìû â äàëüíåé-
øåì ðàññìàòðèâàåì îòñóòñòâèå òàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ δ-ôóíêöèé èëè èõ èñ÷åçíîâåíèå
ïîñëå íåêîòîðîãî ÷èñëà èòåðàöèé êàê ôîðìàëüíûé ïðèçíàê ïîëíîñòüþ íåïðåðûâíîãî
ÿäðà. Ìû ìîæåì òåïåðü ñôîðìóëèðîâàòü íàøó çàäà÷ó: ìîæíî ëè ïåðåïèñàòü óðàâíå-
íèå Ëèïïìàíà-Ùâèíãåðà (1.259) äëÿ N ≥ 3 â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé, ÿäðà êîòîðîé èëè ñâÿçàíû èëè ñòàíîâÿòñÿ ñâÿçàííûìè ïîñëå íåêîòîðî-
ãî ÷èñëà èòåðàöèé? 16 Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà Ë.Ä.Ôàääååâûì [13] äëÿ òðåõ ÷àñòèö

15Îïåðàòîðû òèïà (1.260) âïåðâûå áûëè ââåäåíî äëÿ êîìïîíåíò 3-÷àñòè÷íîé âîëíîâîé ôóíêöèè
Ñêîðíÿêîâûì è Òåð-Ìàðòèðîñÿíîì [12]

16Ìû ïðåäïîëàãàåì, êîíå÷íî, ÷òî 2-÷àñòè÷íûå ïîòåíöèàëû óáûâàþò äîñòàòî÷íî áûñòðî, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü L2 ñâîéñòâà 2-÷àñòè÷íûõ ÿäåð.
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è Î.À.ßêóáîâñêèì [14] äëÿ N ≥ 3. Ïîêàæåì, êàê ðàáîòàåò ìåòîä Ôàääååâà äëÿ 3-õ
÷àñòèö.

Îïðåäåëèì îïåðàòîðû

Tα = Vα + VαG0(z)T (z), α = 12, 31, 23 (1.260)

Î÷åâèäíî, ÷òî

T (z) =
∑
α

Tα(z) (1.261)

Îïåðàòîðû (1.260) íàçûâàþòñÿ ôàääååâñêèìè êîìïîíåíòàìè17, ýòè êîìïîíåíòû óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíÿì

Tα = Vα + VαG0(z)
∑
β

T β(z), β = 12, 31, 23 (1.262)

Ïåðåíåñåì ÷ëåí ñ β = α â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ â åãî ëåâóþ ÷àñòü, òîãëà
ïîëó÷èì

(1− VαG0(z))Tα = Vα + VαG0(z)
∑
β 6=α

T β(z) (1.263)

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå ñïðàâà íà (1− VαG0(z)))−1. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî
(1− VαG0(z)))−1 Vα = Tα, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ôàääååâà

Tα = Tα + TαG0(z)
∑
β 6=α

T β(z), (1.264)

ãäå Tα - 3-÷àñòè÷íûé îïåðàòîð, à Tα - 2-÷àñòè÷íûé îïåðàòîð. Îáà îïåðàòîðà îïðåäå-
ëåíû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 2-÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ôàääååâà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ ñâÿçàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ â ñèñòåìå òðåõ ÷àñòèö. Èñõîäíûè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

Ψ = G0(Eb)VΨ, (1.265)

ãäå Eb � ýíåðãèÿ ñâÿçè, V =
∑

α Vα = V12 + V31 + V23. Îïðåäåëèì êîèïîíåíòó

Ψα = G0(Eb)VαΨ. (1.266)

Ïîñòóïàÿ òàê æå êàê è ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (1.264), ïîëó÷èì

Ψα = G0(Eb)Tα
∑
β 6=α

Ψβ. (1.267)

Ïåðåéäåì ê âûâîäó óðàâíåíèé Ôàääååâà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Ìû îãðàíè-
÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ òðåõ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ñ m1 = m2 =
m3 = m. Ââåäåì òðè ñèñòåìû ßêîáèåâûõ êîîðäèíàò

K = k1 + k2 + k3, (1.268)

17Îïåðàòîðû òèïà (1.260) âïåðâûå áûëè ââåäåíî äëÿ êîìïîíåíò 3-÷àñòè÷íîé âîëíîâîé ôóíêöèè
Ñêîðíÿêîâûì è Òåð-Ìàðòèðîñÿíîì [12]
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k12 =
k1 − k2

2
, p12,3 =

k1 + k2 − 2k3

3
, (1.269)

k31 =
k3 − k1

2
, p31,2 =

p3 + p1 − 2p2

3
, (1.270)

k23 =
k2 − k3

2
, p23,1 =

k2 + k3 − 2k1

3
. (1.271)

Ïåðåõîäîì â ñèñòåìó öåíòðà ìàññ çàâèñèìîñòü îò K óñòðàíÿåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ.
Êàæäàÿ ïàðà ïåðåìåííûõ k12, p12,3, k31, p31,2, k23, p23,1 ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç
äâå äðóãèõ. Â äàëüíåéøåì ìû ïèøåì ïðîñòî è , åñëè íàì áåçðàçëè÷íî, êàêóþ èç ïàð,
ïåðå÷èñëåííûõ âûøå, èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ. Â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ
ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H = H0 + V12 + V31 + V23, (1.272)

ãäå H0�îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ

H0(k, p) =
k2

m
+

3

4m
p2, (1.273)

ãäå ìû îïóñêàåì âñå èíäåêñû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èíàõ a V12 , V31 , V23 �
èíòeãðàëüíûå (â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå) îïåðàòîðû.

Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ñèñòåìà òðåõ óðàâíå-
íèé Ôàääååâà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ:

Ψ(k,p) = − m

k2 + 3p2

4
+mεb

×

×
∫ [

t

(
k,−q1; εB −

3p2

4m

)
Ψ(q2,p

′) + t

(
k,q1; εB −

3p2

4m

)
Ψ(−q2,p

′)

]
dp′,(1.274)

ãäå

q1 =
1

2
p + p′, q2 = p +

1

2
p′ (1.275)

2 Âîëíîâàÿ ôóíêöìÿ äåéòðîíà

2.1 Ââåäåíèå

Äåéòðîí, ïðîñòåéøàÿ ñèñòåìà ñâÿçàííûõ íóêëîíîâ, ïðåäñòàâëÿåò ñâÿçàííîå ñîñòîÿ-
íèå ïðîòîíà è íåéòðîíà. Íåéòðîí, ïîäîáíî ïðîòîíó, ÿâëÿåòñÿ ôåðìèîíîì, íî íå èìååò
ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà è ñëåãêà (íà ∼ 1.3 MeV) òÿæåëåå ïðîòîíà. Åñëè âûêëþ÷èòü
ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå, âñå ÷àñòèöû îáðàçóþùèå ò.í. èçîòîïè÷åñêèé ìóëü-
òèïëåò (â íàøåì ñëó÷àå p è n) áóäóò âûðîæäåíû ïî ìàññå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìèð
íå ÿâëÿåòñÿ èçîñïèí-èíâàðèàíòíûì è ìàññû p è n ñëåãêà ðàçëè÷àþòñÿ. Ýíåðãèÿ ñâÿ-
çè äåéòðîíà (àíàëîãè÷íàÿ 13.6 eV â àòîìå âîäîðîäà) ðàâíà 2.2 MeV. Ìàññà ïðîòîíà
ðàâíà mp = 938.27 MeV, ìàññà íåéòðîíà mn = 939.56 MeV, ïîýòîìó âìåñòå (íî íà
íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà !) ïðîòîí è íåéòðîí èìåþò ìàññó 1877.93 MeV,
íà 2.2 MeV áîëüøå ÷åì ìàññà äåéòðîíà md = 1875.6 MeV. Êîãäà ïðîòîí è íåéòðîí
ñáëèæàþòñÿ, ÷òîáû îáðàçîâàòü äåéòðîí, îíè âûñâîáîæäàþò ýíåðãèþ 2.2 MeV êîòîðàÿ
óíîñèòñÿ ôîòîíîì. Âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ äåéòðîíà à òàêæå ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ
äâóõ ïðîòîíîâ èëè äâóõ íåéòðîíîâ îòñóòñòâóþò.
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2.2 Öåíòðàëüíûé ïîòåíöèàë

Ïðåäïîëîæèì ÷òî äåéòðîí îïèñûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ïîòåíöèàëîì U(r). Óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà èìååò âèä [

−~2

2µ
∆ + U(r)

]
ψ(r) = εdψ(r), (2.1)

ãäå εd = md −mp −mn < 0 ýíåðãèÿ ñâÿçè äåéòðîíà è ïðèâåäåííàÿ ìàññà µ ðàâíà

µ =
mpmn

mp +mn

=
m

2
. (2.2)

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì çíà÷åíèå m = 940 MeV è ~2/m = 41.47 MeV · fm. Ìû ïðåä-
ïîëàãàåì âûïîëíåíèå óñëîâèé R > ~/mc è U0 < mc2, íåîáõîäèìûõ äëÿ îïèñàíèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ u(r),
ãäå

ψd(r) =
u(r)

r
. (2.3)

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ S-ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä[
d2

dr2
+
m

h2
(εd − U(r))

]
u(r) = 0 (2.4)

u(0) = u(∞) = 0. (2.5)

Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óðàâíåíèå (2.4) èìå-
åò ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.5) òîëüêî äëÿ äèñêðåòíûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà ýíåðãèè íàçûâàåìûõ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Äëÿ ãðóáîé îöåíêè ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû

U(r) = −U0 r ≤ R U(r) = 0 r > R (2.6)

Ãëóáèíà U0 è øèðèíà R ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû, îïèñûâàþùåé íåéòðîí-ïðîòîííîå âçàè-
ìîäåéñòâèå, ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, èç èçìåðåíèÿ
ýíåðãèè ñâÿçè è çàðÿäîâîãî ðàäèóñà äåéòðîíà. Ïîñëåäíèé îïðåäåëÿåòñÿ èç íàêëîíà
äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ óïðóãîãî ýëåêòðîí-äåéòðîííîãî ðàññåÿíèÿ ïðè ìàëûõ ïå-
ðåäàííûõ èìïóëüñàõ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.4) îïèñàííîå ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ó÷åá-
íèêàõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîé
ïðîèçâîäíîé u′(r)/u(r) ïðè r = R. Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâíå-
íèþ äëÿ ýíåðãèè ñâÿçè εd:

cot
(√

m(U0 + εd)R
)

= −
√
|εd|√

U0 + εd
, εd ≤ 0. (2.7)

Ïðåäïîëîæèì ÷òî
U0 � |εd| (2.8)

Òîãäà ïîëó÷èì èç (2.7) √
mU0

R

~
≈ π

2
. (2.9)
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Èñïîëüçóÿ R = 1.7 fm, ïîëó÷àåì U0 = 35 MeV, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøèì ïðåäïîëîæå-
íèåì (2.8). Âíå îáëàñòè äåéñòâèÿ ÿäåðíûõ ñèë, ò.e. ïðè r > R,

u(r) =
√

2α exp(−αr), (2.10)

where

α =

√
−mεd

~2
≈ 4.3 fm−1. (2.11)

2.3 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçàííîãî óðîâíÿ.

Óñëîâèå Áàðãìàíà

Êàê ñëåäóåò èç (2.9), ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå â ïîòåíöèàëå ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû âïåðâûå
ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà

V0 =
π2

4

~2

mR2
. (2.12)

Àíàëîãè÷íîå óñëîâèå ìîæíî ïîëó÷èòü è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà V (r). Äëÿ
l = 0 ýòî óñëîâèå, âïåðâûå ïîëó÷åííîå Èîñòîì è Ïàéñîì, èìååò âèä

I =

∫ ∞
0

V (r) r dr ≥ 1 (2.13)

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ n è l ýòî óñëîâèå èìååò âèä

n(2l + 1) ≥ I (2.14)

Ïðèâåäåì âûâîä ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïðåäëîæåííûé Þ.Øâèíãåðîì â 1960 ã. Çàìå-
íèì V (r) íà λV (r) è áóäåì óâåëè÷èâàòü λ îò 0 äî 1. Ïðè òàêîì óâåëè÷åíèè â ïîòåíöè-
àëå ïîñëåäîâàòåëüíî âîçíèêàþò ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ. Ïóñòü i-e ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå
âîçíèêàåò ïðè λ = λi, òîãäà λ < λ < λn < 1 < λn < 1 < λn+1. Òîãäà óðàâíåíèå (???)
äëÿ íóëåâîé ýíåðãèè E = 0 ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíîèó óðàâíåíèþ

χl(r) = λ

∞∫
0

dr′gl(r, r
′)|V (r)|χl(r′),

ãäå

gl(r, r
′) =

1

2l + 1
r<

l+1r−l> , r< = min(r, r′), r> = max(r, r′) (2.15)

Ïîñëå çàìåíû
Φl = |V |1/2χl Kl,l′ = |V (r)|1/2 gll′ V (r′)|1/2 (2.16)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì

∞∫
0

Kl(r, r
′)Φl(r

′)dr′ = λ−1Φl(r) (2.17)

Íî ñëåä îïåðàòîðà ðàâåí ñóììå åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòêóäà íàõîäèì

∞∫
0

Kl(r, r) dr =
1

2l + 1

∞∫
0

|V (r)| r dr =
∞∑
i=1

1

λi
>

nl∑
i=1

1

λi
>
∞∑
nl

1

λi
>

nl∑
n1

1 = nl, (2.18)
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Òàáëèöà 2: Ìåçîíû, âêëþ÷åííûå â OBEP

JP ìåçîí Ñïèíîâûå ñòðóêòóðû â OBEP

0+ σ 1̂, L · S

0− π, η, η′ S12

1− ρ, ω, φ 1̂, S1 · S2, S12, L · S

ò.å. ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó (2.13) Ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî, íî åùå íå äîñòàòî÷íî äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Åñëè ïðèòÿãèâàþùèé ïîòåíöèàë (V (r) < 0) ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé (V ′(r) > 0), òî èçâåñòíî åùå îäíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå,
ïîëó÷åííîå Ô.Êàëîäæåðî

2

π

∫ ∞
0

√
−V (r) dr ≥ 1 (2.19)

Çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïîòåíöèàëà â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû.

2.4 Âîëíîâûå ôóíêöèè â ïðèáëèæåíèè íóëåâîãî ðàäèóñà

Áëàãîäàðÿ ìíîæèòåëþ
√

2α ôóíêöèÿ (2.10), îòâåùàþùàÿ íóëåâîìó ðàäèóñó äåéñòâèÿ
ñèë, èìååò ïðàâèëüíóþ íîðìèðîâêó

∞∫
0

u2(r)dr = 1 (2.20)

Îäíàêî ýòà ôóíêöèÿ íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u(0) = 0. ×òîáû óäî-
âëåòâîðèòü ýòîìó óñëîâèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, âîëíîâóþ ôóíêöèþ äëÿ
ïîòåíöèàëà Õþëüòåíà

V (r) = −V0

(
eβ r − 1

)−1
(2.21)

Âûðàæåíèå (2.21) èìååò êóëîíîâñêóþ îñîáåííîñòü ïðè r = 0 è ýêñïîíåíöèàëüíî ñïà-
äàåò ïðè r →∞. Äëÿ S-ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé ñâÿçè −α2/m

u(r) =

√
2α

(
1 +

α

β

)(
1 + 2

α

β

)
e−αr(1− e−βr) (2.22)

Àñèìïòîòè÷åñêè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (2.22) âåäåò ñåáÿ êàê (2.10), íî íîðìèðîâî÷íûé
êîýôôèöèåíò óñèëåí ìíîæèòåëåì√(

1 +
α

β

) (
1 + 2

α

β

)
≈ 1 +

3

2

α

β
(
α

β
� 1.) (2.23)
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Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ìíîæèòåëü ìîæíî çàïècàòü â íå çàâèñÿùåì îò ôîðìû ïîòåíöèàëà
âèäå √

1

1− αr0

,

ãäå r0 ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ â òðèïëåòíîì
3S1 ñîñòîÿíèè.

Äåéòðîííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âíå îáëàñòè äåécòâèÿ ÿäåðíûõ ñèë ñïàäàåò î÷åíü
ìåäëåííî. Â ýêñïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêå e−αr òèïè÷íîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì
ïàäàåò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ðàâíî α−1 = 4.3 fm, ÷òî ìíîãî áîëüøå ðàäèóñà äåéñòâèÿ
ÿäåðíûõ ñèë r0 ∼ 1 fm. Â ðåçóëüòàòå ïðîòîí è íåéòðîí, êîòîðûå îáðàçóþò äåéòðîí,
áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè ïðîâîäÿò âíå ÿìû. Ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â ýòîì íåïîñðåäñòâåí-
íî, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîëíîâûå ôóíêöèè äëÿ ïîòåíöèàëà ïðÿìîóãîëüíîé
ÿìû. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòèW1 èW2 òîãî, ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ "âíóòðè
ÿìû" (ò.å. â îáëàñòè r < R) è "âíå ÿìû" (r > R) (W1 +W2 = 1). Äëÿ W2 ïîëó÷àåì

W2 = (1 + αR)−1(1− α2

V0
) (2.24)

Ïðåíåáðåãàÿ α2 ïî ñðàâíåíèþ ñ V0 è ñ÷èòàÿ, ÷òî
√
V0R ≈ π/2, ïîëó÷èì

W1

W2

=
π

2

√
α2

V0

(2.25)

Ïîýòîìó äëÿ äåéòðîííîé âîëíîâîé ôóíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ò.í ïðèáëèæåíèå
íóëåâîãî ðàäèóñà äåéñòâèÿ (ÿäåðíûõ) ñèë (ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ òåõ ïðîöåññîâ êîòî-
ðûå íå ÷óâñòâèòåëüíû ê ìàëûì ðàññòîÿíèÿì), â êîòîðîì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ õîðîøî
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñâîèì àñèìïòîòè÷åñêèì âûðàæåíèåì (2.10). Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòü
ìíîãèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äåéòðîíîì, èñïîëüçóÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ, êî-
òîðûå â ôîëüêëîðå àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðû ÷àñòî íàçûâàþòñÿ back-of-the-envelope
calculations.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî òðèïëåòíàÿ íåéòðîí-ïðîòîííàÿ ôóíêöèÿ
êîíòèíóóìà ïðè íóëåâîé ýíåðãèè (èìïóëüñå) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

ψt(r) = 1− at
r
, (2.26)

ãäå at = 5.42 fm òðèïëåòíàÿ äëèíà ðàññåÿíèÿ Òðèïëåòíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïðè íó-
ëåâîé ýíåðãèè ðàâíî σt = 4πa2

t = 3.66 b. Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñèíãëåòíîé
ôóíêöèè èìååò âèä

ψs(r) = 1− as
r
. (2.27)

Ñèíãëåòíàÿ äëèíà ðàññåÿíèÿ îòðèöàòåëüíà è âåëèêà ïî ìîäóëþ as = −23.7 fm. Ýòî
îçíà÷àåò ÷òî ñóùåñòâóåò î÷åíü ìåëêîå âèðòóàëüíîå 1S0 ñîñòîÿíèå, êîòîðîå îáúÿñíÿåò
áîëüøóþ âåëè÷èíó ñèíãëåòíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ïðè íóëåâîé ýíåðãèè, σs = 4πa2

s =
70.46 b.

Áîëåå òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ïîëó÷àåòñÿ
ïðè ó÷åòå îòíîñèòåëüíûõ èìïóëüñîâ p ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ 1/r0, íî ñðàâíèìûõ ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñ 1/| at,s|. Â ýòîì ñëó÷àå

ψt,s(r) =
sin pr

pr
− at,s

1 + i p at,s

eipr

r
. (2.28)
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Çàäà÷è

1. Ïîêàçàòü, ÷òî äëèíà ðàññåÿíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû ðàäèóñà R è
ãëóáèíû V0 ðàâíà

a =

(
1− tanα

α

)
R, α2 = 2µV0R

2.

Ïðîâåðèòü, ÷òî ðàçëîæåíèå äëèíû ðàññåÿíèÿ a ïî ñòåïåíÿì α

a = (
1

3
α2 +

2

15
α4 + ...)R, α� 1

ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèåì òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîëó÷åííîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâîé è
âòîðîé èòåðàöèè óðàâíåíèÿ ËØ.

2. Ïðîâåðèòü âûðàæåíèÿ (2.26,2.28)

3. Ðàññìîòðèì âêëàä E1 ïåðåõîäà â ñå÷åíèå ôîòîäèçèíòåãðàöèè äåéòðîíà γ + d→ pn
ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ. Äèïîëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ðàâåí

〈3P |r|3S〉 = −4

√
2α

1− αr0

p

p2 + α2
,

ãäå r0 òðèïëåòíûé ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ. Â ýòîì ìàòðè÷íîì ýëåìåíòå äîìèíèðóþò
áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ, íà êîòîðûõ àñèìïòîòèêà âîëíîâîé ôóíêöèè ∼ exp(−α r)/r ìîäè-
ôèöèðóåòñÿ òîëüêî ÷åðåç íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò. Ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòñâåòñòâó-
þùèé âêëàä â ñå÷åíèå ðàâåí

σ =
8πα

3

αp3

(1− αr0)(p2 + α2)3

Ïîïðàâêà, ñâÿçàííàÿ ñ r0 íå ïðåíåáðåæèìî ìàëà è ñîñòàâëÿåò ∼ 20

2.5 Òåíçîðíûå ñèëû

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî äåéòðîí îáëàäàåò êâàäðóïîëüíûì ìîìåíòîì. Ïî äàííûì Ðàáè
è äð. êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò ðàâåí Q = + (2.73 ± 0.05) × 10−27 cì2 (ïîëîæèòåëüíûé
çíàê Q îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà "âûòÿíóòî" âäîëü íàïðàâëåíèÿ îáùåãî
ñïèíà äåéòðîíà). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äåéòðîíà íå ìîæåò îïèñû-
âàòüñÿ ÷èñòîé S âîëíîé, à ïðåäñòàâëÿåò ñóïåðïîçèöèþ S âîëíû è âûñøèõ ïàðöèàëüíûõ
âîëí, îòâå÷àþùèõ îòëè÷íûì îò íóëÿ ìîìåíòàì êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Òàêîå ñîñòîÿ-
íèå ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ÿäåðíûå ñèëû íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî
öåíòðàëüíûìè. Ýòè ñèëû äîëæíû çàâèñåòü íå òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöà-
ìè, íî è îò îðèåíòàöèè ñïèíîâ íåéòðîíà è ïðîòîíà îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà-âåêòîðà, èõ
ñîåäèíÿþùåãî. Ó÷åò òàêèõ ñèë, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ òåíçîðíûìè ñèëàìè, äàåò âîç-
ìîæíîñòü íå òîëüêî îáúÿñíèòü ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà
äåéòðîíà, íî òàêæå òîò ôàêò, ÷òî ìàãíèòíûé ìîìåíò äåéòðîíà íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ
îò ñóììû ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ïðîòîíà è íåéòðîíà, ñì. ðàçäåëû 2.9, 2.10.

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2 ìîæåò ñîäåðæàòü ñïèíîâûå îïå-
ðàòîðû σ1 è σ2 òîëüêî â äâóõ êîìáèíàöèÿõ

σ1 · σ2, S12 = 3
(σ1 · r)(σ2 · r)

r2
− σ1σ2, (2.29)

47



ãäå σ1 è σ2- ìàòðèöû Ïàóëè è r - âåêòîð ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Îïåðàòîðû (2.29)
èìåþò ñëåäóþùåå çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî: ëþáàÿ öåëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíü êàæ-
äîãî èç íèõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñàìèõ ýòèõ îïåðà-
òîðîâ è åäèíè÷íîé ìàòðèöû. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, îòìåòèì ïðåæäå âñåãî ñîîòíî-
øåíèå

(σ1σ2)2 = 3− 2σ1σ2, (2.30)

êîòîðîå ñëåäóåò èç òîæäåñòâà äëÿ ñèìâîëîâ Êðîíåêåðà

δαβδγε = δαγδβε − δαεδβγ (2.31)

Äðóãèå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè, ëèíåéíûå ïî σ1 è σ2 ñâîäÿòñÿ ê S12 and σ1 · σ2,
íàïðèìåð,

(σ1 × r̂) · (σ2 × r̂) = σ1 · σ2 − (σ1 · r̂)(σ2 · r̂). (2.32)

Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

σ1σ2 · S12 = S12 · σ1σ2 = S12 (2.33)

è
S2

12 = 6− 2S12 + 2σ1σ2. (2.34)

Ýòè äâà ñâîéñòâà íàì ïðèãîäÿòñÿ â äàëüíåéøåì.
Îïåðàòîð S12 â (2.36) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñêàëÿðíûì îïåðàòîðîì, êîòîðûé ëè-

íååí ïî σ1 è σ2 è ñîäåðæèò ÷åòíûå ñòåïåíè r 18. ×ëåí σ1σ2 îáåñïåðèâàåò ðàâåíñòâî
íóëþ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ S12 ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå,
÷òî óäîáíî ïðè äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.1), â êîòîðîì ïî-
òåíöèàë ÿâëÿåòñÿ òåïåðü ñóììîé öåíòðàëüíîãî è òåíçîðíîãî ïîòåíöèàëîâ

V (r) = VC(r) + S12VT (r), (2.35)

ãäå
S12 = 3(σ1 · r)(σ2 · r)− σ1σ2. (2.36)

Îïåðàòîð S12 èçâåñòåí êàê òåíçîðíûé îïåðàòîð, ïîñêîëüêó â êîíôèãóðàöèîííîì ïðî-
ñòðàíñòâå îí ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà. Ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ òàêæå òåíçî-
ðîì â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå äâóõ íóêëîíîâ. Äâà òåíçîðà ñâåðòûâàþòñÿ òàê, ÷òîáû
îáðàçîâàòü ñêàëÿð S12 â êîìáèíèðîâàííîì ñïèíîâîì è êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàí-
ñòâå 19. Èç çà ñâîåé òåíçîðíîé ñòðóêòóðû â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîð S12

ñìåøèâàåò ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè îðáèòàëüíûìè óãëîâûìè ìîìåíòàìè. Îí ñîõðàíÿ-
åò, îäíàêî, ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò J = L + S.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð îáùåãî ñïèíà ñèñòåìû

S =
1

2
(σ1 + σ2) (2.37)

Òîãäà îïåðàòîðû σ1 · σ2 è S12 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

σ1 · σ2 = 2S2 − 3 (2.38)

18Ýòî ñâîéñòâî íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû òåíçîðíûé ïîòåíöèàë ñîõðàíÿë ÷åòíîñòü .
19Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.36) èìååò òó æå ñïèíîâóþ çàâèñèìîñòü, ÷òî è âçàèìîäåéñòâèå äâóõ

ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ.

48



Òàáëèöà 3: Êëàññèôèêàöèÿ òðèïëåòíûõ ñîñòîÿíèé.

J P = +1 P = −1

0 3P0

1 3S1 +3 D1
3P2

2 3D2
3P2 +3 F2

3 3D2 +3 G2
3F2

è
S12 = 6 (S · n)2 − 2S2 (2.39)

Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, ìû íïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî îïåðàòîð S2 êîì-
ìóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè σ1 + σ2) è S12. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî S2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíñòàíòó äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç íåéòðîíà è ïðîòîíà, ìîæíî õà-
ðàêòåðèçîâàòü çíà÷åíèÿìè êâàíòîâûõ ÷èñåë J è S.

Îòìåòèì åùå, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå σ1 · σ2 â òðèïëåòíîì ñîñòîÿíèè ðàâíî +1,
à â ñèíãëåòíîì −3, à ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðà S12 ðàâíû 2, 2,−4 è â ñóììå
ðàâíû íóëþ.

Â ñèíãëåòíîì ñîñòîÿíèè ñîõðàíÿåòñÿ îðáèòàëüíûé ìîìåíò L. Ïîýòîìó ñèíãëåòíûå
ñîñòîÿíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ çíà÷åíèÿìè L. Òðèïëåòíûå ñîñòîÿíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ
çíà÷åíèåì ïîëíîãî ìîìåíòà J è çíà÷åíèÿìè L, ñîâìåñòèìûìè ñ îáùèìè ïðàâèëàìè
ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ. ×åòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíà ((−1)L. Â Òàáëèöå 2.5 ïðèâåäåíà êëàñ-
ñèôèêàöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ òðèïëåòíûõ ñîñòîÿíèé.

2.6 Ñïèí-óãëîâûå ôóíêöèè

Îïðåäåëèì òðè ñîñòîÿíèÿ äâóõ-íóêëîííîé ñèòåìû ñî ñïèíîì 1

χ+1 = α1α2, χ0 =
α1β2 + α2β1√

2
, χ−1 = β1β2, (2.40)

ãäå α è β - ïàóëèåâñêèå ñïèíîðû îïèñûâàþùèå ñîñòîÿíèÿ íóêëîíà ñî ñïèíîì 1
2
ñ

ïðîåêöèåé ñïèíà ââåðõ è âíèç, ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì ñïèí-óãëîâûå ôóíêöèè ΦJML

ΦJML =

ML=+L∑
ML=−L

CJM
LML1MS

YLML
χMS

, (2.41)
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ãäå CJM
LML1MS

- êîýôôèöèåíò Êëåáøà-Ãîðäîíà äëÿ ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà J, ñâÿçû-
âþùèé îðáèòàëüíûé óãëîâîé ìîìåíò L (êîòîðîìó îòâå÷àþò ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè
YLML

) ñî ñïèíîì 1. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ L ðàâíû

L = J, or L = J ± 1. (2.42)

Äëÿ äåéòðîíà J = 1 è L = 0 èëè 2. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè Φ1ML èìåþò âèä

Φ1M0 =
1√
4π
χM , (2.43)

Φ112 =

√
1

10
Y20(θ, ϕ)χ1 −

√
3

10
Y21(θ, ϕ)χ0 +

√
3

5
Y22(θ, ϕ)χ−1, (2.44)

Φ102 =

√
3

10
Y2−1(θ, ϕ)χ1 −

√
2

5
Y20(θ, ϕ)χ0 +

√
3

10
Y21(θ, ϕ)χ−1, (2.45)

Φ1−12 =

√
3

5
Y2−2(θ, ϕ)χ1 −

√
3

10
Y2−1(θ, ϕ)χ0 +

√
1

10
Y20(θ, ϕ)χ−1. (2.46)

Ôóíêöèè (2.41) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ñïèíî-
âûõ ïåðåìåííûõ (è îòâå÷àþùèõ ïîëíîìó ñïèíó 1) ì ôóíêöèé, çâèñÿùèõ îò óêëîâûõ
ïåðåìåííûõ r̂ (è îòâå÷àþùèõ óãëîâîìó ìîìåíòó L) . Äëÿ çàäàííîãî J

ψ(r) =
∑
L

uL(r)

r
ΦJML. (2.47)

The normalization condition of ψ(r) requires that the radial functions uL(r) satisfy

∑
L

∞∫
0

u2
L(r)dr = 1. (2.48)

Ïîäñòàâèâ (2.47) â (??), ïîëó÷èì ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

d2

dr2
uL(r) +

m

~2

[
E − ~2

mr2
L(L+ 1)− VC(r)

]
uL(r)−

−m
~2
VT (r)

∑
L′

SJLL′UL′(r) = 0, (2.49)

where

SJLL′ =

∫
(ΦJML|S12|ΦJML′)dΩ. (2.50)

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ òåõíèêó àëãåáðû óãëîâûõ ìîìåíòîâ, ïîëó÷àåì

SJLL′ =
2√
6
L̂L̂′(−1)J+1C20

L0L′0W (LL′11; 2J) = 2
[
δLL′ − 3CL0

J010C
L′0
J010

]
, (2.51)

ãäå W (LL′11; 2J) - ò.í. êîýôôèöèåíòû Ðàêà. ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ SJLL′ ïîêàçàíû â
òàáëèöå are shown â Òàáëèöå 4.
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Òàáëèöà 4: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ SJLL′ â óðàâíåíèè (2.51).

L′ \ L J + 1 J J − 1

J + 1 −2 J + 2
2J + 1

0 6

√
J (J+1)

2J + 1

J 0 +2 0

J − 1 6

√
J(J+1)

2J+1
0 −2 J−1

2J+1

2.7 Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ òåíçîðãîãî ïîòåíöèàëà

Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî äîìèíèðóþùåé êîíôèãóðàöèåé äåéòðîíà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå
3S1. Òåíçîðíûå ñèëû ìîãóò ïîäìåøèâàòü ê ýòîìó ñîñòîÿíèþ òîëüêî êîíôèãóðàöèþ
3D1, ïîýòîìó âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äåéòðîíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

ψ(r) =
u(r)

r
Φ1M0 +

w(r)

r
Φ1M2, (2.52)

ãäå ìû íåìíîãî èçìåíèëè îáîçíà÷åíèÿ ðàäèàëüíîé âîëíîâîé ôóíêöèè, ÷òîáû èçáåæàòü
íèæíèõ èíäåêñîâ

u(r) = u0(r), w(r) = u2(r). (2.53)

Óñëîâèå íîðìèðîâêè äëÿ 3S1 è
3D1 êîìïîíåíò èìååò âèä
∞∫

0

[u2(r) + w2(r)]dr = 1, (2.54)

ãäå

PD =

∞∫
0

w2dr

- âåðîÿòíîñòü 3D1 ñîñòîÿíèÿ. Èñïîëüçóÿ Òàáëèöó 4) ïîëó÷àåì

S120 = S102 =
√

8, S122 = −2,

Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â (2.47), ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé
u(r) è w(r)

d2

dr2
u(r) +m [E − VC(r)]u(r)− 2

√
8µVT (r)w(r) = 0, (2.55)

d2

dr2
w(r) +m

[
E − 6

mr2
− VC(r) + 2VT (r)

]
w(r)− 2

√
8mVT (r)u(r) = 0. (2.56)
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2.8 Ïðåäñòàâëåíèå Ðàðèòû-Øâèíãåðà

Ôóíêöèÿ ψ(r) â óðàâíåíèè (2.47) ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàíà â íåñêîëüêî äðóãîì âèäå

ψ(r) =
1√
4π

[
u(r)

r
+

√
1

8
S12

w(r)

r

]
χM , (2.57)

âïåðâûå ïðåäëîæåííîì Ðàðèòîé è Øâèíãåðîì â 1941 ãîäó [16].
Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîé ÷ëåí â (2.57) è â ñàìîì äåëå îïèñûâàåò ïðàâèëüíî íîðìèðî-

âàííîå ñîñòîÿíèå ñ J = 1 è L = 2. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ñïèíîâûå ôóíêöèè χM ïðè-
íàäëåæàò òðåõìåðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû âðàùåíèé â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå è
ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè âðàùåíèè â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå ïî âåêòîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ñ S = 1. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð S12 èíâàðèàíòåí ïðè îáúåäèíåííîì âðàùåíèè ñïèíà è
êîîðäèíàò,èìåííî òðè ñïèí-óãëîâûå ôóíêöèè ôóíêöèè S12 χM ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðåä-
ñòàâëåíèþ ñ ïîëíûì ìîìåíòîì J = 1, ò.e. îïàèñûâàþò òðèïëåòíîå ñîñòîÿíèå J = 1.
Âñå ÷òî íàì îñòàåòñÿ - ýòî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè S12 χM îïèñûâàþò D ñîñòîÿíèå.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò óãëîâ ϑ, ϕ è óìíîæåííàÿ íà rL (L öå-
ëîå), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, òî îíà îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ñ îðáèòàëüíûì
ìîìåíòîì L. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

∆r2S12 χM = 0.

Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ S12, òîãäà ïîëó÷èì

∆(3σ1r · σ2r− r2σ1σ2)χM = (6σ1σ2 − 6σ1σ2)χM = 0.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ S12 χM äåéñòâèòåëüíî îïèñûâàåò 3D1 ñîñòîÿíèå ñ ïîëíûì ìîìåíòîì
J = 1. Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ïðàâèëüíî íîðìèðîâàíà, ò.å. ÷òî∫

dΩ 〈χM |S2
12 |χM〉 = 1. (2.58)

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì (2.34) è çàìåòèì, ÷òî∫
dΩS12 = 0. (2.59)

Ïîñêîëüêó ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà σ1σ2 â òðèïëåòíîì ñîñòîÿíèè ðàâíî 1, èíòå-
ãðàë ðàâåí 8, ÷òî äîêàçûâàåò ïðàâèëüíóþ íîðìèðîâêó. Ñðàâíèâàÿ (??) è (2.44) - (2.46)
ïîëó÷àåì √

1

8
S12 χM = Φ1M2, (2.60)

ãäå ñïèí-óãëîâûå ôóíêöèè Φ1M2 îïðåäåëåíû â (2.43)-(2.45).

2.9 Ìàãíèòíûé ìîìåíò äåéòðîíà

Åñëè áû äåéòðîí ïðåäñòàâëÿë ÷èñòîå S ñîñòîÿíèå, åãî ìàãíèòíûé ìîìåíò µd ðàâíÿëñÿ
áû ñóììå ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ µp and µn. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, µd ðàâåí µp +µn òîëüêî
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ïðèáëèæåííî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåáîëüøîé âêëàä â µd, ñâÿçàííûé ñ îðáè-
òàëüíûì äâèæåíèåì ïðîòîíà è íåéòðîíà. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî ÷òî äåéòðîí èìååò
íåíóëåâîé êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò Qd = 2.82 ± 0.01 mb. Îêàçûâàåòñÿ ÷òî äëÿ îïè-
ñàíèÿ Qd íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïðèìåñü ê äîìèíèðóþùåìó âêëàäó S-âîëíû íåáîëüøóþ
ïðèìåñü D-âîëíû, cì. ðàçäåë ??. Òîãäà, êàê âïåðâûå çàìåòèëè Ðàðèòà è Øâèíãåð, ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ µd è Qd ìîæíî îäíîâðåìåííî âîñïðîèçâåñòè, åñëè ïðèïèñàòü
íåáîëüøóþ ïðèìåñü D âîëíû ê äîìèíèðóþùåé 3S1 êîíôèãóðàöèè

ψd = 0.98 |3S1 > + 0.2 |3D1 >, (2.61)

â êîòîðîé âåðîÿòíîñòü 3D1 ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâëÿåò ∼ 4%.
Â åäèíèöàõ ÿäåðíîãî ìàãíåòîíà e~/2mp, ìàãíèòíûé äèïîëüíûé îïåðàòîð ÿäðà çà-

ïèñûâàåòñÿ â âèäå

µ =
A∑
k=1

[
1

2
(1 + τ3) r × p +

1

2
(1 + τ3)Kpσ +

1

2
(1− τ3)Knσ]k, (2.62)

ãäå Kp è Kn ìàãíèòíûå ìîìåíòû ïðîòîíà è íåéòðîíà, Kp ≈ 2.793, Kn ≈ −1.913), pk
îïåðàòîð èìïóëüñâ k-ãî íóêëîíà è τ3 òðåòüÿ êîìïîíåíòà èçîòîïè÷åñêèõ ìàòðèö Ïàóëè,
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

τ3 |p〉 = |p〉 and τ3 |n〉 = − |n〉 .

Òàêèì îáðàçîì 1
2

( 1 + τ3) è 1
2

( 1− τ3) ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû äëÿ ïðîòîíà è íåéòðî-
íà, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè óðàâíåíèÿ âñòàâëåíû â óðàâíåíèå ïîñêîëüêó òîëüêî ïðîòîíû
âíîñÿò âêëàä â ìàãíèòíûé ìîìåíò ÿäðà ïîñðåäñòâîì ñâîåãî îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà äåéòðîíà (â åäèíèöàõ ÿäåðíîãî
ìàãíåòîíà) ðàâíî

Kd = 0.857406 = Kp +Kn − 0.022209,

The di�erence can be understood as a simple consequence of the reduced amount of the
3S1 ground state of the deuteron occasioned by the admixture of a small percentage of a
3D1 state.

Â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ïðîòîíà è íåéòðîíà rp = 1
2
r, rn = −1

2
r, pp = −pn = p, è

óðàâíåíèå (2.62) äàåò

µd =
1

2
(Kp +Kn)(σ1 + σ2 +

1

4
(Kp −Kn)(τ1z + τ2z)(σ1 + σ2)

+
1

4
(Kp −Kn)(τ1z − τ2z)(σ1 − σ2) +

(
1

2
+

1

4
(τ1z + τ2z

)
[ r × p ]. (2.63)

Ïðîòîí è íåéòðîí â äåéòðîíå íàõîäÿòñÿ â ñèììåòðè÷íîì ñïèíîâîì ñîñòîÿíèè, äåé-
ñòâóÿ íà êîòîðîå àíòèñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð σ1−σ2 äàåò íîëü. Ìíîæèòåëü τ1z + τ1z,
äåéñòâóÿ íà èçîñèíãëåòíîå äåéòðîííîå ñîñòîÿíèå, òàêæå äàåò íîëü. Ïîýòîìó

µd =
1

2
(Kp +Kn)(σ1 + σ2) +

1

2
L, (2.64)
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ãäå L îïåðàòîð îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà. Ìû ìîæåì ââåñòè îïåðàòîð ïîëíîãî
óãëîâîãî ìîìåíòà J = L + 1

2
(σ1 + σ2), â òåðìèíàõ êîòîðîãî óðàâíåíèå (2.64) çàïèñû-

âàåòñÿ â âèäå

µd = (Kp +Kn)J − (Kp +Kn −
1

2
)L. (2.65)

Ïî îïðåäåëåíèþ ìàãíèòíûé ìîìåíò äåéòðîíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå
îïåðàòîðà µ3 ïî ñîñòîÿíèþ |J,M = J >. Ïîýòîìó

µd = (Kp +Kn)− (Kp +Kn −
1

2
)

∞∫
0

w2(r)dr

∫
Φ∗112L3Φ112dΩ (2.66)

Èíòåãðàë ïî dΩ âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïèí-óãëîâûõ ôóíêöèé (2.43)∫
Φ∗112L3Φ112dΩ = 2× 3

5
+ 1× 3

10
+ 0× 1

10
=

3

2
(2.67)

Ïîýòîìó

µd = (Kp +Kn)− 3

2
(Kp +Kn −

1

2
)PD, (2.68)

ãäå

PD =

∞∫
0

w2(r)dr (2.69)

âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ äåéòðîíà â D ñîñòîÿíèè. From óðàâíåíèÿ Eq. (2.68) ïîëó÷àåì

PD = −2

3

Kd − (Kp +Kn)

Kp +Kn − 1
2

≈ 0.039, (2.70)

Òàêèì îáðàçîì, äåéòðîí ïðîâîäèò â D ñîñòîÿíèè ïðèáëèçèòåëüíî 4% âðåìåíè, ÷òî ñî-
ãëàñóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì â ðàçäåëå 2.1. Ýòî óòâåðæäåíèå, îñíîâàííîå íà ñòàòè÷åñêèõ
ìîìåíòîàõ, äîëæíî áûòü, îäíàêî íåìíîãî ïîäïðàâëåíî ñ ó÷åòîì i) âîçìîæíîãî âêëà-
äà ìåçîíîâ, êîòîðûìè îáìåíèâàþòñÿ íóêëîíû è ii) ðåëÿòèâèñòñêèìè ïîïðàâêàìè. Âñå
âìåñòå äàåò ïîïðàâêó ê PD ïîðÿäêà 0.01± 0.01), òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíàÿ îöåíêà ðàâíà
PD = 3± 1%.

2.10 Êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò äåéòðîíâ

Âçàèìîäåéñòâèå ÿäåðíîé ñèñòåìû ñ âíåøíèì ýëåêòðîìàãíèòíûì òîêîì Aµ(r) =
(A0(r),A(r)) îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

H′ =

∫
jµ(r)Aµ(r)dr =

∫
(ρ(r)ϕ(r)− j(r)A(r)) dr. (2.71)

ãëå jµ(r) - îïåðàòîð òîêà ÿäðà, à Aµ(r) îïåðàòîð âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå çàðÿäû â ÿäðå ëîêàëèçîâàíû íà Z
òî÷å÷íûõ ïðîòîíàõ. Òîãäà

ρ(r) =
A∑
k=1

ekδ(r − rk), (2.72)

54



ãäå ek = + e äëÿ ïðîòîíîâ (k = 1, 2, ..., Z), è ek = 0 äëÿ íåéòðîíîâ (k=Z+1, Z+2 ,..., A).
Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âçàèìîäåéñâèÿ (2.71) âçÿòûé ìåæäó between íà÷àëüíûì ñîñòîÿ-
íèåì | i 〉 âêëþ÷àþùåì ÿäðî â ñîñòîÿíèè i êîíå÷íûì ñîñòîÿíèåì ÿäðà |f 〉 ñ ÿäðîì â
ñîñòîÿíèè f ðàâåí

〈 f |H′ | i 〉 =

∫
〈 f | jµ(r) | i 〉Aµ(r) dr. (2.73)

Â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå kR� 1, ãäå k âîëíîâîå ÷èñëî êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ è R ÿäåðíûé ðàäèóñ ìîæíî ðàçëîæèòü ïîëÿ âîêðóã èñòî÷íèêà öåíòðîì â
ÿäåðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, êîòîðûé ìû âûáåðåì â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ÿäðà. Òàê êàê
ÿäðà ìàëû, ìû ìîæåì îñòàâèòü â ýòîì ðàçëîæåíèè òîëüêî íåñêîëüêî ÷ëåíîâ. Ïîëîæèì

ϕ(r) = ϕ(0) + (r ·∇)ϕ(0) +
1

2
(r · (r ·∇)ϕ(0)) + ... (2.74)

A(r) = A(0) + (r ·∇)A(0) + ..., (2.75)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíûå äåéñòâóþò íà ôóíêöèè è â êîíå÷íîì èòîãå âû-
÷èñëÿþòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè,

Estat = q ϕ(0)−DE(0)− µH(0)− 1

6
Q
′

ij (∇)iEj(0), (2.76)

ãäå ñòàòè÷åñêèå êîíñòàíòû - ïîëíûé çàðÿä q, è äèïîëüíûé ìîìåíò D, ìàãíèòíûé
ìîìåíò µ è ýëåêòðè÷åñêèé êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò Q′ij îïðåäåëåíû èíòåãðàëàìè

q =

∫
〈< i|ρ(r)|i〉 dr, D =

∫
〈i|rρ(r)|i〉 dr,

µ =
1

2c

∫
r × 〈i|j(r)|i〉 dr, Q

′

ij =

∫
3xi xj 〈i|ρ(r)|i〉 dr, (2.77)

Âíåøíèå Ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè

E0 =

(
−∇ϕ− 1

c

∂A

∂t

)
r=0

, (2.78)

è

H0 = (∇×A])r=0, (2.79)

Çàìåòèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∇ ·E(0) = 0 (2.80)

ïîýòîìó âìåñòî Q′ij ìîæíî èñïîëüçîâàòü â (2.76) òåíçîð ñ íóëåâûì øïóðîì

Qij =

∫
(3xixj − δijr2) 〈f |ρ(r)|i〉 dr. (2.81)

Êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò ÿäðà A îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ??). Èñïîëüçóÿ ýòî óðàâ-
íåíèå, ïîëó÷èì âñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå

Qij = e

Z∑
k=1

∫
Ψ∗JM(r1, r2, ... rA) [3xi xj − δij r2]k

×ΨJM(r1, r2, ... rA)dr1 r2 ... rA (2.82)
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ãäå ΨJM âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ |f〉.
Ïðè ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèÿõ òåíçîð Qij ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ñèììåòðè÷íûé

òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñ íóëåâûì ñëåäîì. Ýòîò òåíçîð âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèììåòðè÷-
íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà δij è åäèíñòâåííûé âåêòîð, âûðûæàþùèé ñâîéòâà ÿäðà êàê
öåëîãî, à èìåííî, åãî óãëîâîé ìîìåíò J . Ïîýòîìó

< JJz|Qij|JJz >= eC < JJz|3
ĴiĴj + ĴjĴi

2
− δij Ĵ

2
|JJz >, (2.83)

ßëåðíàÿ äèíàìèêà çàêëþ÷åíà â êîíñòàíòå C. ßäåðíûé êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò îïðå-
äåëÿåòñÿ i = j = 3 êîìïîíåíòîé âûðàæåíèåÿ (2.86) ñ Jz = J .

Q =
1

e

∫
Ψ∗JJ

Z∑
k=1

(3z2 − r2)|ΨJJ dr1 dr2 ... drA (2.84)

Èç (2.86), (2.84) ïîëó÷àåì

Q =
C

e
J (2J − 1). (2.85)

Äëÿ ÿäðà ñî ñïèíîì J ïîëó÷àåì

〈 JJz|Qij |JJz 〉 >=
eC

J (2J − 1
〈 JJz |3

ĴiĴj + ĴjĴi
2

− δijĴ
2
) |JJz〉, (2.86)

Äëÿ äåéòðîíà J = 1 è ïîòîìó ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò, êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðóïîëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì â (??). Ìîæíî âûïèñâòü ÿâíîå âûðà-
æåíèå äëÿ Q â òåðìèíàõ âîëíîâîé ôóíêöèè â óðàâíåíèè (2.52). Â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ
rp = 1

2
r, where r = rp − rn. Ïîýòîìó êâàäðóïîëüíûé îïåðàòîð ðàâåí

1

4
(3z2 − r2) =

1

4
(3 cos2 ϑ− 1) =

1

2

√
4

3
π r2 Y20(ϑ, ϕ). (2.87)

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå âìåñòå ñ âûðàæåíèåì (2.44), â êîòîðîì íóæíî ïîëîæèòü
J = Jz = 1, ìû ïîëó÷àåì

Q =

√
2

10

∞∫
0

(
u(r)w(r) − 1√

8
w2(r)

)
r2 dr. (2.88)
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3 Íóêëîí-íóêëîííûé ïîòåíöèàë

Â 1935 ã Þêàâà ïðåäïîëîæèë, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâóìÿ íóêëîíàìè âîçíèêàåò
ïðè îáìåíå ìåçîíàìè. Åãî òåîðèÿ ïðåäñòàâëÿëà îáîáùåíèå èäåé êâàíòîâîé ýëåêòðî-
äèíàìèêè, â êîòîðîé ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ìåæäó çàðÿæåííûìè ÷âñòèöàìè, îïèñûâà-
åòñÿ â òåðìèíàõ îáìåíà ôîòîíàìè. Ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå
îçíà÷àåò, ÷òî ðàäèóñ ñèëû âîçíèêàþùåé ïðè îáìåíå ìåçîíîì ñ ìàññîé m ðàâåí ~/mc,
ïîýòîìó π-ìåçîí, ëåã÷àéøèé â ïðèðîäå ìåçîí ïðèâîäèò ê ñèëàì íàèáîëüøåãî ðàäèóñà
~/mπc = 1.4 fm).

Íóêëîí ãîðàçäî òÿæåëåå ïèîíà. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè ïîòåíöèàëà îäíî-
ïèîííîãî îáìåíà ìåæäó íóêëîíàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èõ îòäà÷åé ò.e. ñ÷èòàòü íóê-
ëîíû áåñêîíå÷íî òÿæåëûìè. Ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ äîëæåí áûòü ñêàëÿðîì â
ïðîcòðàíñòâå äâóõ íóêëîíîâ è ñîäåðæàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïèîíà, ïîýòîìó ìû äîëæ-
íû ïîñòðîèòü ïñåâäîñêàëÿð â ïðîñòðàíñòâå äâóõ íóêëîíîâ ñ êîòîðûì ñâÿçûâàåòñÿ ïîëå
ïñåâäîñêàëÿðíîãî ïèîíà. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ýôôåêòàìè îòäà÷è, ìû èìååì â ñâîåì ðàñ-
ïîðÿæåíèè åäèíñòâåííûé ïñåâäîâåêòîðíûé îïåðàòîð σ â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå äâóõ
íóêëîíîâ è âåêòîðíûé îïåðàòîð −i∇ äåéñòâóþùèé íà ïèîííóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ
Èñïîëüçóÿ ýòè äâà îïåðàòîðà ìû çàïèñûâàåì Ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ â âèäå

H ′ =
f

mπ

2∑
i=1

∫
dr δ(r − ri) τ i (σi ·∇) ·ϕ(r) (3.1)

ãäå ri - êîîðäèíàòà i-ãî íóêëîíà (i=1,2) è τ i - òðè èçîñïèíîâûå ìàòðèöû. Ïèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ ϕ(r) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì â èçîñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå 20. Òàê êàê H ′

åñòü ñêàëÿð â èçîñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå íóêëîí-íóêëîííîå âçàèìîäåéñòâèå çàðÿäîâî-
íåçàâèñèìî.

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ïèîííîå ïîëå êàê êëàññè÷åñêîå ïîëå, òî ìû äîëæíû ïîòðå-
áîâàòü ÷òîáû ïèîííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà ñ èñòî÷íè-
êîì. Â ñòàòè÷åñêîì ïðåäåëå çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè ÷àñòü îïåðàòîðà Êëåéíà-Ãîðäîíà
îáðàùàåòñÿ â íîëü è ìû ïîëó÷àåì

(
∆−m2

π

)
ϕ(r) =

f

mπ

2∑
i=1

τ i (σi ·∇i) δ(r − ri), (3.2)

ãäå êàæäûé íóêëîí äåéñòâóåò êàê ôèêñèðîâàííûé òî÷å÷íûé èñòî÷íèê â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (3.2).

×òîáû âû÷èñëèòü íóêëîí-íóêëîííûé ïîòåíöèàë ìû âíà÷àëå âû÷èñëèì ïèîííîå ïî-
ëå, îáðàçîâàííîå íóêëîíîì 2, ðàññìàòðèâàåìîì êàê èñòî÷íèê â (3.2). Çàòåì, èñïîëüçóÿ
(3.1), ìû âû÷èñëèì ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ íóêëîíà 1 ñ ýòè ïèîííûì ïîëåì. Ðåçóëü-
òàò èíòåðïðåòèòóåòñÿ êàê ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ íóêëîíîâ, êîòîðàÿ îáóñëîâëå-
íà èõ ïîñëåäîâàòåëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì ñ ïèîííûì ïîëåì. Ýòà ýíåðãèÿ îòîæäåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîòåíöèàëîì 1-ïèîííîãî îáìåíà (OPEP), êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì êàê VOPEP.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2)ñ ÷àñòèöåé 2, äåécòâóþùåé êàê èñòî÷íèê, ëåãêî íàéòè.

20Òðè çàðÿäîâûõ ñîñòîÿíèÿ ïèîíà, π+, π− and π0, îòâå÷þò òðåì ñôåðè÷åñêèì êîìïîíåíòì ýòîãî
âåêòîðà.
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Âûðàæåíèå äëÿ ∆ − µ2 ïîëó÷àåòñÿ èç (A.25) ïîäñòàíîâêîé k → imπ(
∆−m2

π

) e−mπ |r−r′|
|r− r′|

= −4πδ(r− r′). (3.3)

Òîãäà

ϕ(r) = − f

4πmπ

τ 2 (σ2 ·∇2)
e−mπ |r−r2|

|r− r2|
. (3.4)

Ýòî âûðàæåíèå è ñëåäóåò îòîæäåñòâèòü ñ ïîòåíöèàëîì 1-ïèîííîãî îáìåíà. Ïîñëå âû-
÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåì

VOPEP =
1

3
mπ

(
f 2

4π

)
(τ 1τ 2)×

(
σ1σ2 + S12

[
1 +

3

x
+

3

x2

])
e−x

x
, (3.5)

ãäå x = mπr, r = |r1 − r2|, è S12 îïðåäåëåí â ðàçäåëå 2. Ïðè çàïèñè óðàâíåíèÿ (3.5)
ìû äîëæíû äîáàâèòü ÷ëåí âèäà

V ′OPEP = − 4π

3m2
π

(
f 2

4π

)
(τ 1τ 2) (σ1σ2) δ(r), (3.6)

êîòîðûé âîçíèêàåò ïîñêîëüêó ïðè r = 0

(σ1 ·∇1)(σ2∇2)
1

r
= −σ1iσ2j∇i∇j

1

r
=

4

3
πσ1iσ2jδijδ(r) =

4

3
πσ1σ2δ(r). (3.7)

Ýòîò ÷ëåí âíîñèò âêëàä òîëüêî â S-waves. Îäíàêî, However, OPEP â îñíîâíîì ïðèìèì
äëÿ âûñøèõ ïàðöèàëüíûõ âîëí, ïîýòîìó â áîëüøèíñòâå ïðèìåíåíèé ÷ëåí (3.6) ìîæåò
áûòü îïóùåí.

Âûâîä óðàâíåíèÿ (3.5) îñíîâûâàëñÿ íà òåîðèè âîçìóùåíèé. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé,
ñòðîãî ãîâîðÿ, çäåñü íå ïðèìåíèìà, ïîñêîëüêó ïèîíû ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóåò ñ íóêëî-
íàìè. Ñòàíäàðòíàÿ òî÷êà çðåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîòåíöèàë OPEP ñïðàâåäëèâ
äëÿ áîëüøèõ ðàññòîÿíèé r & 1/2mπ, äëÿ êîòîðûõ ìåçîíû ñ ìàññàìè, áîëüøèìè ÷åì
mπ, íå âíîñÿò âêëàäà. Èëè, ýêâèâàëåíòíî, OBEP ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ îïèñàíèÿ
ñîñòîÿíèé ñ âûñøèìè ïàðöèàëüíûìè âîëíàìè, ñêàæåì, äëÿ ñîñòîÿíèé ñ l & 4. Ïîýòîìó
OPEP ìîæåò áûòü îñîáåííî ïîëåçåí äëÿ ïðîâåðêè ñòàáèëüíîñòè ðåçóëüòàòîâ ôàçîâîãî
àíàëèçà, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òî afps ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè l äîëæíû ñîâïàäàòü ñî
ñâîèìè OPEP çíà÷åíèÿìè.

Ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé óðàâíåíèþ ìîæíî ïîëó÷èòü â òåîðèè, â êîòîðîé ïèîííîå
ïîëå ðàññìàòðèâàåòñÿ íå êàê êëàññè÷åñêîå ïîëå, à êàê êâàíòîâàííîå. Ðåçóëüòàò, ðàâíî
êàê è ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðè ýòîì ôèçèêà, íå ìåíÿåòñÿ.

Tåîðèÿ Þêàâû ìîæåò áûòü îáîáùåíà çà ðàìêè OPEP. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ îáìåí äðóãèìè áîçîíàìè, îòëè÷íûìè îò ïèîíà; ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì
ïîòåíöèàëû îáðàçóþò êëàññ ïîòåíöèàëîâ 1-áîçîííîãî îáìåíà (OBEP).Â êà÷åñòâå èë-
ëþñòðàöèè ìû ïðèâîäèì â Òàáëèöå 5 ñïèíîâûí ñòðóêòóðû ïîòåíöèàëîâ OBEP, îòâå-
÷àþùèå îáìåíó áîçîíàìè ñ ðàçëè÷íûìè ñïèíàìè è ÷åòíîñòÿìè.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîì îïèñàíèè íóêëîí-íóêëîííîãî
ïîòåíöèàëà îñíîâíóþ ðîëü òðàäèöèîííî èãðàåò ÷ëåí, îòâå÷àþùèé îáìåíó ñêàëÿðíûì
è èçîñêàëÿðíûì ìåçîíîì, σ�ìåçîíîì, ñ ìàññîé 500�600 MeV. Ýòîò îáìåí îòâå÷àåò íàè-
áîëüøåìó ïðèòÿæåíèþ â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ïîòåíöèàëà. Îäíàêî, ñëåäóåò çàìåòèòü,
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Òàáëèöà 5: Ìåçîíû, âêëþ÷åííûå â OBEP

JP ìåçîí Ñïèíîâûå ñòðóêòóðû â OBEP

0+ σ 1̂, L · S

0− π, η, η′ S12

1− ρ, ω, φ 1̂, S1 · S2, S12, L · S

÷òî òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå îáìåíû ìåçîíàìè ( ρ, ω, φ, η, η′ ìåçîíàìè) ñêîððåëèðî-
âàíû ñ ìàññàìè ìåçîííûõ ðåçîíàíñîâ, íàáëþäàåìûõ â ìåçîííûõ ñïåêòðàõ, σ�ìåçîí
ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ çàãàäêîé. Ýòîò ìåçîí íå íàáëþäàåòñÿ â ìåçîííûõ ñïåêòðàõ è
íå èìååò ÿñíîé èíòåðïðåòàöèè â òåðìèíàõ êâàðêîâ è ãëþîíîâ â ÊÕÄ.

Ðèñ. 4.1 ïîêàçûâàåò òèïè÷íûé íóêëîí-íóêëîííûé ïîòåíöèàë, êîòîðûé âîñïðîèçâî-
äèò 1S0 ôàçó íóêëîí-íóêëîííîãî ðâññåÿíèÿ âïëîòü äî ýíåðãèè ïîðÿäêà 300 ÌýÂ â ëàáî-
ðàòîðíîé ñèñòåìå. Ýòîò ïîòåíöèàë õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì "õâîñòîì îáóñëîâ-
ëåííûì π-ìåçîííûì îáìåíîì, ïðèòÿæåíèåì íà ïðîìåæóòî÷íâõ ðàññòîÿíèÿõ è ñèëü-
íûì êîðîòêîäåéñòâóþùèì îòòàëêèâàíèåì íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ (ýòà ÷àñòü ïîòåíöèà-
ëà îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ÿäåðíûì êîðîì). subsection*Problem Ïîêàçàòü, ÷òî ñèíãëåòíàÿ

ôàçà äëÿ ïîòåíöèàëà 1-ïèîííîãî îáìåíà ðàâíà

δL(k) =
g2m2

π

32π k E
τ 1τ 2Ql(1 +

m2
π

2k2
),

ãäå êîíñòàíòà g (òàê íàçûâàåìàÿ ïñåâäîñêàëÿðíàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè) ñâÿçÿíà ñ ïñåâ-

äîâåêòîðíîé êîíñòàíòîé f â (3.1) ñîîòíîøåíèåì g = (2m/mπ)f , è Ql(z) � ôóíêöèè
Ëåæàíäðà âòîðîãî ðîäà

Ql(z) =
1

2

+1∫
1

Pl(x)

z − x
dx .

Ïåðâûå íåñêîëüêî ôóíêöèé Ql(z) ðàâíû

Q0(z) =
1

2
ln

(
1 + z

1− z

)
,

Q1(z) =
z

2
ln

(
1 + z

1− z

)
− 1, Q2(z) =

3z2 − 1

4
ln

(
1 + z

1− z

)
− 3z

2
.
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4 Ñïèíîâûå è èçîñïèíîâûå ôóíêöèè â ñèñòåìå òðåõ

ôåðìèîíîâ

4.1 Ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê S3

Âíà÷àëå íàïîìíèì íåñêîëüêî ôàêòîâ îòíîñÿùèõñÿ ê ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê. Ãðóïïà ïå-
ðåñòàíîâîê - ýòî êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷-
íûå êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê. Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäåíèåì òðàíñïî-
çèöèé. Óäîáíîå îáîçíà÷åíèå, êîòîðîå ÿâíî óêàçûâàåò ïîëîæåíèÿ çàíèìàåìûå ýëåìåí-
òàìè ãðóïïû äî è ïîñëå ïåðåñòàíîâêè èñïîëüçóåò 2 × n ìàòðèöó ãäå ïåðâàÿ ñòðîêà
åñòü 1, 2, . . . n) à âòîðàÿ ñòðîêà óêàçûâàåò ïîëîæåíèå ýëåìåíòîâ ïîñëå ïåðåñòàíîâêè
Íàïðèìåð ïåðåñòàíîâêà êîòîðàÿ ïåðåñòàâëÿåò ýëåìåíòû 1 è 2 è ñòàâëÿåò ýëåìåíò 3
íåèçìåííûì ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

P12 =

(
1 2 3
2 1 3

)
Ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê S3 ñîñòîèò èç 3! = 6 ýëåìåíòîâ: òîæäåñòâåííîãî ýëåìåíòà(

1 2 3
1 2 3

)
,

òðåõ íå÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê

P12 =

(
1 2 3
2 1 3

)
, P13 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, P23 =

(
1 2 3
1 3 2

)
è äâóõ ÷åòíûõ (öèêëè÷åñêèõ) ïåðåñòàíîâîê

P12 P13 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, P12 P23 =

(
1 2 3
3 1 2

)
.

4.2 Ñïèíîâûå ôóíêêèè

Ïîëíûé ñïèí â ñèñòåìå òðåõ ôåðìèîíîâ ðàâåí S = 3
2
èëè 1

2
. Ýòîò ñïèí ñîõðàíÿåòñÿ

â îòñóòñòâèè òåíçîðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ õîòÿ ñïèí äàííîé ïàðû â îáùåì ñëó÷àå íå
ñîõðàíÿåòñÿ Äëÿ S = 3/2 èìååòñÿ 4 ôóíêöèè χµ3

2

χ
3
2
3
2

(12; 3) = α1α2α3

χ
1
2
3
2

(12; 3) =
α1α2β3 + α1β2α3 + β1α2β3√

3
χ
− 1

2
3
2

(12; 3) =
α1β2β3 + β1α2β3 + β1β2α3√

3

, χ
− 3

2
3
2

(12; 3) = β1β2β3 , (4.1)

ãäå αi and βi Ïàóëèåâñêèå ñïèíîðû, îïèñûâàþùèå ñîñòîÿíèå íóêëîíà i ñî ñïèíîì ââåðõ
è ñî ñïèíîì âíèç. Ýòè ôóíêöèè ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íû

χµ3
2

(12; 3) = χµ3
2

(31; 2) = χµ3
2

(23; 1), (4.2)
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Ñêëàäûâàÿ òðè ñïèíà 1
2
ìû ïîëó÷àåì âñåãî 8 ñîñòîÿíèé 2 × 2 × 2 = 8. Êâàðòåòíîå

S = 3
2
ñîñòîÿíèå 4-êðàòíî âûðîæäåíî, äóáëåòíîå the S = 1

2
ñîñòîÿíèå âûðîæäåíî

2-êðàòíî, ÷òî â ñóììå äà¸ò òîëüêî 6 ñïèíîâûõ ôóíêöèé. Ìû ïîòåðÿëè òàêèì îáðàçîì
2 ñîáñòâåíûå ôóíêöèè. Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ äóáëåòíîãî ñîñòîÿíèÿ
S = 1

2
íà ñàìîì äåëå èìååòñÿ 2 ïðîìåæóòî÷íûå ñâÿçè òð¸õ ñïèíîâ:

1

2
= 0 +

1

2
,

1

2
= 1 +

1

2
(4.3)

Ïîýòîìó ìû èìååì 2 òèïà ôóíêöèé ñî ñïèíîì 1
2

χa1/2 (12; 3) =
α1β2 − β1α2√

2
α3 (4.4)

χs1/2 (12; 3) =
(α1β2 + β1α2)α3 − 2α1α2β3√

6
(4.5)

äëÿ mS = 1
2
, è

χa1/2 (12; 3) =
α1β2 − β1α2√

2
β3 (4.6)

χs1/2 (12; 3) =
(α1β2 + β1α2) β3 − 2 β1β2α3√

6
(4.7)

äëÿ mS = − 1
2
. Çàïèñûâàÿ χs1/2 (12; 3) è χa1/2 (12; 3) â âèäå ñòîëáöà(

χa1
2

(12; 3)

χs1
2

(12; 3)

)
ìû ïîëó÷àåì

P12

(
χa1

2

(12; 3)

χa1
2

(12; 3)

)
=

(
χa1

2

(21; 3)

χa1
2

(21; 3)

)
= Λ12

(
χa1

2

(12; 3)

χs1
2

(12; 3)

)
, (4.8)

P23

(
χa1

2

(12; 3)

χs1
2

(12; 3)

)
=

(
χa1

2

(13; 2)

χs1
2

(13; 2)

)
= Λ23

(
χa1

2

(12; 3)

χs1
2

(12; 3)

)
, (4.9)

P13

(
χa1

2

(12; 3)

χs1
2

(12; 3)

)
=

(
χa1

2

(32; 1)

χs1
2

(32; 1)

)
= Λ13

(
χa1

2

(12; 3)

χs1
2

(12; 3)

)
, (4.10)

ãäå Λ12, Λ23, Λ13 ÿâëÿþòñÿ 2 × 2 ìàòðèöàìè

Λ12 =

(
− 1 0

0 1

)
, Λ23 =

(
1
2

√
3

2

−
√

3
2
− 1

2

)
, Λ13 =

(
1
2
−
√

3
2√

3
2

− 1
2

)
(4.11)

Çàìåòèì,÷òî äåòåðìèíàíò ìàòðèö Λij ðàâåí −1. Äëÿ ïåðåñòàíîâîê (123) → (312) =
P12P13 and (123) → (231) = P12P23 ïîëó÷àåì(

χa1
2

(31; 2)

χs1
2

(31; 2)

)
=

(
− 1

2

√
3

2

−
√

3
2
−1

2

)(
χa1

2

(12; 3)

χs1
2

(12; 3)

)
= Λ12 Λ13

(
χa1

2

(12; 3)

χs1
2

(12; 3)

)
(4.12)
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(
χa1

2

(23; 1)

χs1
2

(23; 1)

)
=

(
− 1

2

√
3

2

−
√

3
2
−1

2

)(
χa1

2

(12; 3)

χs1
2

(12; 3)

)
= Λ12 Λ23

(
χa1

2

(12; 3)

χs1
2

(12; 3)

)
(4.13)

Ôóíêöèè (
χ′(12, 3)
χ
′′
(12, 3)

)
.

îáðàçóþò òàê íàçûâàåìîå ñìåøàííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê S3.

4.3 Èçîñïèí. Èçîñïèíîâûå ôóíêöèè

Èçîñïèí T ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâùé õàðàêòåðèñòèêîé àäðîíîâ, ñâÿçàííîé ñ çàðÿäîâîé íåçà-
âèñèìîñòüþ ÿäåðíûõ ñèë. Èñòîðè÷åñêè îíà áûëà ïðåäëîæåíà Ãåéçåíáåðãîì ñðàçó ïîñëå
îòêðûòèÿ íåéòðîíà äëÿ îáúÿñíåíèÿ î÷åíü ìàëåíüêîé ðàçíèöû ìàññ p è n:

mp −mn

mn

∼ 10−3

Åñëè âûêëþ÷èòü (ñëàáîå) ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå, òî mp = mn, òàêèì îá-
ðàçîì, ñèëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîòîíà è íåéòðîíà íå çàâèñÿò îò èõ çàðÿäà. Â ýòîì è
ñîñòîèò ñìûñë ñèììåòðèè ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé - ò.í. èçîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíò-

íîñòü. Íåéòðîí è ïðîòîí ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èçîñïèíîâûé äóáëåò: äâà ñîñòî-
ÿíèÿ îäíîé ÷àñòèöû - íóêëîíà - ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì èçîñïèíà T = 1/2, íî
ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè ïðîåêöèè èçîñïèíà T3 = ±1/2. Âåêòîð èçîñïèíà îïðåäåëåí â
èçîñïèíîâîì (çàðÿäîâîì) ïðîñòðàíñòâå è ïðè âðàùåíèÿõ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå âåäåò
ñåáÿ òàê æå, êàê âåêòîð îáû÷íîãî ñïèíà.

Ïîäîáíî ïðîòîíó è íåéòðîíó ñóùåñòâóþùèå â ïðèðîäå àäðîíû ìîæíî ðàçáèòü íà
ãðóïïû, â êàæäóþ èç êîòîðûõ âõîäÿò ÷àñòèöû ñ ïðèìåðíî ðàâíûìè ìàññàìè è îäèíà-
êîâûìè âíóòðåííèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: ñïèíîì, áàðèîííûì çàðÿäîì, ñòðàííîñòüþ,
çà èñêëþ÷åíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà. Òàêèå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ èçîòîïè÷åñêèìè
ìóëüòèïëåòàìè. Ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå äëÿ âñåõ ÷àñòèö, âõîäÿùèõ â îäèí è òîò æå
èçîòîïè÷åñêèé ìóëüòèïëåò, îäèíàêîâî, ò. å. íå çàâèñèò îò èõ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.
Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ÷àñòèö, êîòîðûå ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â îäèí èçîòîïè÷åñêèé
ìóëüòèïëåò, � ýòî ïðîòîí è íåéòðîí. Äðóãèå ïðèìåðû èçîòîïè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ -
ýòî èçîòîïè÷åñêèå òðèïëåòû: π-ìåçîíû (π+, π0, π−) è Σ-ãèïåðîíû (Σ+,Σ0,Σ−). Ýëåê-
òðè÷åñêèé çàðÿä Q ÷àñòèöû, âõîäÿùåé â èçîòîïè÷åñêèé ìóëüòèïëåò, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
áàðèîííûé çàðÿä B è ñòðàííîñòü S21 ôîðìóëîé Ãåëë-Ìàíà � Íèøèäæèìû:

Q =
B

2
+
S

2
+ T3 (4.14)

Çäåñü B− áàðèîííûé çàðÿä, S− ñòðàííîñòü , à âåëè÷èíà T3 ïðîáåãàåò (ñ èíòåðâàëîì
â åäèíèöó) âñå çíà÷åíèÿ îò íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ I (öåëîãî èëè ïîëóöå-
ëîãî) äî ìèíèìàëüíîãî, ðàâíîãî T3 : T3 = T, T1, ..., T . Îáùåå ÷èñëî çíà÷åíèé, êîòîðûå
ìîæåò ïðèíèìàòü âåëè÷èíà T3 (è òåì ñàìûì Q) äëÿ äàííîãî èçîòîïè÷åñêîãî ìóëü-
òèïëåòà, à ñëåäîâàòåëüíî, è ÷èñëî ÷àñòèö â èçîòîïè÷åñêîì ìóëüòèïëåòå, ðàâíî 2 + 1.
Âåëè÷èíà , íàçûâàåòñÿ èçîòîïè÷åñêèì ñïèíîì, à âåëè÷èíà T3 � «ïðîåêöèåé» èçîòî-
ïè÷åñêîãî ñïèíà. Ýòè íàçâàíèÿ îñíîâàíû íà ôîðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé àíàëîãèè ñ

21îäèíàêîâûå äëÿ âñåõ ÷àñòèö â äàííîì èçîòîïè÷åñêîì ìóëüòèïëåòå
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îáû÷íûì ñïèíîì ÷àñòèö, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî êâàíòîâîé ìåõàíèêå, äëÿ ÷àñòèö ñî ñïè-
íîì J ïðîåêöèÿ ñïèíà íà ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ïðèíèìàòü
÷åðåç åäèíèöó çíà÷åíèÿ îò +J äî J , ò. å. èìåòü 2J + 1 çíà÷åíèé. Òàê êàê íóêëîíû
ñóùåñòâóþò â äâóõ çàðÿäîâûõ ñîñòîÿíèÿõ, òî äëÿ íèõ (êàê è äëÿ âñåõ äðóãèõ ÷àñòèö,
âõîäÿùèõ â èçîòîïè÷åñêèå äóáëåòû) 2T + 1 = 2, ò. å. T = 1/2 à T3 ìîæåò ïðèíèìàòü
äâà çíà÷åíèÿ: +1/2 äëÿ ïðîòîíà (÷òî ñîîòâåòñòâóåòQ = +1, òàê êàê ó íóêëîíîâ áàðè-
îííûé çàðÿä B = 1, à ñòðàííîñòü S = 0) è 1/2 äëÿ íåéòðîíà (Q = 0). Èçîòîïè÷åñêîìó
òðèïëåòó ïèîíîâ ñîîòâåòñòâóåò T = 1, à T3 ðàâíî + 1 äëÿ π+, 0 äëÿ π è � 1 äëÿ π.
×àñòèöû ñ T = 0 íå èìåþò èçîòîïè÷åñêèõ «ïàðòí¸ðîâ» è ÿâëÿþòñÿ èçîòîïè÷åñêèìè
ñèíãëåòàìè; ê òàêèì ÷àñòèöàì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ãèïåðîíû Λ0 è Ω−. Èçîòîïè÷åñêèé
ñïèí ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé àäðîíà � êâàíòîâûì ÷èñëîì,
ïîêàçûâàþùèì, êàêîå êîëè÷åñòâî èçîòîïè÷åñêèõ «ïàðòíåðîâ» èìååò äàííàÿ ÷àñòèöà
(äðóãèìè ñëîâàìè, â êàêîì ÷èñëå çàðÿäîâûõ ñîñòîÿíèé îíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ). Íà
îñíîâå èçîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè óäà¸òñÿ ïðåäñêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå, ìàññó è
çàðÿäû íîâûõ ÷àñòèö, åñëè èçâåñòíû èõ èçîòîïè÷åñêèå «ïàðòíåðû». Òàê áûëî ïðåä-
ñêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå π, Σ, Ξ ïî èçâåñòíûì π+, π, Σ+, ΣΞ−.

Èçîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü. èìååò ìåñòî è äëÿ ñîñòàâíûõ ñèñòåì èç àäðîíîâ, â
÷àñòíîñòè äëÿ àòîìíûõ ÿäåð. Èçîòîïè÷åñêèé ñïèí ñëîæíîé ñèñòåìû ñêëàäûâàåòñÿ èç
èçîòîïè÷åñêèõ ñïèíîâ âõîäÿùèõ â ñèñòåìó ÷àñòèö, ïðè ýòîì ñëîæåíèå ïðîèçâîäèòñÿ
ïî òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî è äëÿ îáû÷íîãî ñïèíà. Òàê, ñèñòåìà èç äâóõ ÷àñòèö ñ èçî-
òîïè÷åñêèìè ñïèíàìè 1/2 (íàïðèìåð, íóêëîí) è 1 (íàïðèìåð, π-ìåçîí) ìîæåò èìåòü
èçîòîïè÷åñêèé ñïèí I = 1 + 1/2 = 3/2 èëè I = 11/2 = 1/2. Â ÿäðàõ èçîòîïè÷åñêàÿ
èíâàðèàíòíîñòü. ïðîÿâëÿåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè óðîâíåé ýíåðãèè ñ îäèíàêîâûìè êâàí-
òîâûìè ÷èñëàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ èçîáàðíûõ ñîñòîÿíèé (ò. å. äëÿ ÿäåð, ñîäåðæàùèõ
îäèíàêîâîå ÷èñëî íóêëîíîâ è îòëè÷àþùèõñÿ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì). Ïðèìåðîì ñëó-
æàò ÿäðà 14

6,
14N7,

14O8: îñíîâíîå ñîñòîÿíèÿ ÿäåð
14,14 è ïåðâîå âîçáóæä¸ííîå ñîñòîÿ-

íèå 14N îáðàçóþò èçîòîïè÷åñêèé òðèïëåò c T = 1. Âñå êâàíòîâûå ÷èñëà ýòèõ óðîâíåé
îäèíàêîâû, à ðàçëè÷èå â èõ ýíåðãèÿõ ìîæíî îáúÿñíèòü ðàçíèöåé ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ
ýíåðãèé èç-çà ðàçëè÷èÿ â ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäàõ ýòèõ ÿäåð. (Îñíîâíîé óðîâåíü 14N
èìååò èçîòîïè÷åñêèé ñïèí I = 0, ïîýòîìó ó íåãî íåò àíàëîãîâ â ÿäðàõ 14C è 14O.)

Èç èçîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî èçîòîïè÷å-
ñêîãî ñïèíà T â ïðîöåññàõ, îáóñëîâëåííûõ ñèëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Ýòîò çàêîí
ïðèâîäèò ê îïðåäåë¸ííûì ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó âåðîÿòíîñòÿìè ïðîöåññîâ äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ÷àñòèö, âõîäÿùèõ â îäèíàêîâûå èçîòîïè÷åñêèå ìóëüòèïëåòû, à òàêæå ê çàïðåòó
íåêîòîðûõ ðåàêöèé [íàïðèìåð, ðåàêöèÿ d + d → 4He + π íå ìîæåò ïðîèñõîäèòü çà
ñ÷åò ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé, òàê êàê äëÿ äåéòðîíà è 4He T = 0, à äëÿ π-ìåçîíà
T = 1. Ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå òàêîãî ðîäà ïðåäñêàçàíèé áûëî ïîñâÿùåíî ìíî-
ãî ðàáîò íà óñêîðèòåëÿõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Èçîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü èìååò
ìåñòî òîëüêî äëÿ ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé è íàðóøàåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûì âçàèìî-
äåéñòâèåìè (ÿâíî çàâèñÿùåìè îò ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ÷àñòèö), «ñèëà» êîòîðûõ ïî
ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 1/137 îò ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé.

Òðåõíóêëîííûå ÿäðà 3H è 3He òàêæå ïðåäñòàâëÿþò èçîäóáëåò. Ïîýòîìó äëÿ èõ
îïèñàíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äóáëåò 3-÷àñòè÷íûõ èçîñïèíîâûõ ôóíêöèé ζs1.2, ζ

a
1/2 ñ

T = 1/2 (
ζa1/2(12, 3)

ζs1/2(12, 3)

)
.
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àíàëîãè÷íûõ ñïèíîâûì ôóíêöèÿì â óðàâíåíèÿõ (4.11)�(4.13), êîòîðûå ñòðîÿòñÿ èç
èçîòîïè÷åñêèõ Ïàóëèåâñêèõ ñïèíîðîâ

α =

(
p
0

)
, β =

(
0
n

)
è ïðè ïåðåñòàíîâêàõ ÷àñòèö ïðåîáðàçóþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê ñïèíîâûå ôóíêöèè â
óðàâíåíèÿõ (4.4)�(4.7)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè 4 ñïèí-èçîñïèíîâûõ ôóíêöèé, îòâå÷àþùèõ
ïîëíîìó ñïèíó S = 1

2
è èçîòîïè÷åñêîìó ñïèíó T = 1

2

ξa =
χ′ζ ′′ − χ′′ζ ′√

2
, ξs =

χ′ζ ′ + χ
′′
ζ
′

√
2

, ξ′ =
χ′ζ

′′
+ χ

′′
ζ ′√

2
, ξ

′′
=
χ′ζ ′ − χ′′ζ ′′√

2
(4.15)

Ψ = ψsξa − ψaξs + ψ′ξ
′′ − ψ′′ξ′, 3He , 3H, (4.16)

Åñëè òåïåðü ââåñòè 4 êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè: ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íóþ ψs, ïîëíîñòüþ
àíòèñèììåòðè÷íóþ ψa è 2 ôóíêöèè ψ

′ ψ
′′
, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ñìåøàííîìó ïðåäñòàâ-

ëåíèþ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê S3, òî ôóíêöèþ Ψ, ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íóþ ïðè
ïåðåñòàíîâêàõ îáû÷íûõ, ñïèíîâûõ è èçîñïèíîâûõ êîîðäèíàò, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Ψ = ψsξs + ψaξa + ψ′ξ
′
+ ψ

′′
ξ
′′
, (4.17)

Òàêàÿ çàïèñü óäîáíà ïðè ðàññìîòðåíèè 3-íóêëîííîãî èçîäóáëåòà ÿäåð 3H,3He, à òàêæå
èçîñèíãëåòà 4He.

4.3.1 Ñâåðõòîíêîå ðàñùåïëåíèå â ÊÕÄ

Â àòîìíîé ôèçèêå ñâåðõòîíêîå âçàèìîäåéñòâèå ïðåäñòàâëÿåò ñëàáîå ìàãíèòíîå âçàèìî-
äåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíîì è ÿäðîì. Ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ñâåðõòîíêîìó
ðàñùåïëåíèþ àòîìíûõ è ìîëåêóëÿðíûõ óðîâíåèé. Â êâàðê-àäðîííîé ôèçèêå àíàëî-
ãè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ ìàññ Λ(1115) è Σ(1190). Îáà ýòèõ
áàðèîíû ñîäåðæàò îäíè è òå æå êâàðêè uds, íî Λ(1115) ÿâëÿåòñÿ ñèíãëåòîì, à Σ(1190)
òðèïëåòîì. Ñëåäîâàòåëüíî äèêâàðê ud â Λ(1115) íàõîäèòñÿ â èçîòðèïëåòíîì ñîñòî-
ÿíèè, à â Σ(1190) - â òðèïëåòíîì. Â êâàðêîâîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññà
àäðîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò ñïèíà ìàññîâûì ÷ëåíîì è ñâåðõòîíêèì âçàè-
ìîäåéñòâèåì

M =
∑
i

mi + ∆EHF , (4.18)

ãäå

∆EHF =
4

9
αs
∑
i<j

σi σj
mimj

〈 δ(rij) 〉. (4.19)

We use the basis in which a heavy quark is singled out as quark 3 but in which the light
quarks are still antisymmetrized. The calculation of the spin matrix elements in (4.19)
is straightforward for J = 3/2, as the expectation value of each σi σj is 1. For J =
1/2 σ1 σ2 = 1, σ3 σ1 = σ2 σ3 = −2 for Σq and Ξ′q while for Ξq σ1 σ2 = −3, σ3 σ1 =
σ2 σ3 = 0.

The contact interaction in (4.19) requires the calculation of the δ function expectation
values. These contact probabilities are calculated using 3-body wave functions.
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5 Ìàãíèòíûå ìîìåíòû áàðèîíîâ â àääèòèâíîé êâàð-

êîâîé ìîäåëè

Ìàãíèòíûå ìîìåíòû áàðèîíîâ ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ îá îòêëèêå ñèñòåìû ñâÿçàííûõ
êâàðêîâ íà ñëàáîå âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå. Ìû ðàññìîòðèì íåðåëÿòèâèñòñêóþ êâàð-
êîâóþ ìîäåëü, â êîòîðîé áàðèîíû îïèñûâàþòñÿ êâàðêîâûì Ãàìèëüòîíèàíîì

H = H0 + V, (5.1)

ãäå H0 - íåðåëÿòèâèñòñêèé îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,

H0 =
∑
a

p2
a

2mi

, (5.2)

V�ñóììà íå çàâèñÿùåãî îò ñïèíà ñòðóííîãî ïîòåíöèàëà

VY (r1, r2, r3) = σ rmin (5.3)

è êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà

VC(r1, r2, r3) = −CF
∑
i<j

αs
rij
, (5.4)

âîçíèêàþùåãî èç 1-ãëþîííîãî îáìåíà. Â óðàâíåíèè (5.4) CF = 2/3 - öâåòîâîé ôàêòîð.
Ìû âûïèñàëè ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ VY è VC òîëüêî äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ; èõ ÿâíûé
âèä äëÿ íàñ íå ñóùåñòâåíåí.

×òîáû âû÷èñëèòü ìàãíèòíûé ìîìåíò áàðèîíà, ìû ââîäèì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A
è âû÷èñëÿåì ñäâèã ýíåðãèè ∆MB, îáóñëîâëåííûé ãàìèëüòîíèàíîì

H = H(A), (5.5)

ãäå H îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (5.5) ñ çàìåíîé pa → pa − eaAa è

Hσ = −
∑
a

eaσa
2ma

, (5.6)

ãäå B�âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå. Îïåðàòîð ìàãíèòíîãî ìîìåíòà èç âêëàäà ñïèíîâ êîí-
ñòèòþýíòíûõ êâàðêîâ µS, êîòîðûå îáðàçóþò áàðèîí, è óãëîâîãî ìîìåíòà 3-êâàðêîâîé
ñèñòåìû µL, â êîòîðîì âûäåëåíî äâèæåíèå öåíòðà ìàññ. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëå-
íèå, èñïîëüçóþùåå êàëèáðîâêó Ëîíäîíà A = 1

2
(B× r), ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

µ̂ = µ̂S + µ̂L. (5.7)

Ðàññìàòðèâàÿ êîíñòèòþýíòíûå êâàðêè êàê Äèðàêîâñêèå íåðåäÿòèâèñòñêèå òî÷å÷íûå
÷àñòèöû, äëÿ ñïèíîâîé ÷àñòè µ̂ â óðàâíåíèè (5.7) ïîëó÷àåì

µ̂S =
∑
a

eaσa
2ma

. (5.8)
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Îðáèòàëüíûé âêëàä â óðàâíåíèè (5.7) ðàâåí

µ̂L =
∑
a

ea
2ma

ra × pa. (5.9)

Â äàëüíåéøåì âìåñòî ïðîöåäóðû, îáñóæäàâøåéñÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå è êîòîðàÿ
çàêëþ÷àëàñü â àíòèñèììåòðèçàöèè âîëíîâîé ôóíêöèè ïî âñåì òðåì êâàðêàì, ìû àíòè-
ñèììåòðèçóåì 3-êâàðêîâóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ òîëüêî ïî ïåðåìåííûì êâàðêîâ ñ îäè-
íàêîâûì çàðÿäîì (u èëè d). Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ïðîòîíà ìû èñïîëüçóåì ñïèíîâóþ
ôóíêöèþ uud, â êîòîðîé d êâàðê èìååò èíäåêñ 3, à êâàðêàì uu îòâå÷àåò àíòèñèììåò-
ðè÷íàÿ ïî ïåðåìåííûì 1, 2 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ. Àíàëîãè÷íî, äëÿ íåéòðîíà èñïîëüçóåì
ôóíêöèþ, â êîòîðîé u-êâàðê èìååò èíäåêñ 3. Â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ ßêîáè

ρ =
r1 − r2√

2
, λ =

r1 + r2 − 2r3√
6

(5.10)

óðàâíåíèå (5.9) èìååò âèä

µL =
1

2
(µ1 + µ2) lρ +

1

6
(µ1 + µ2 + 4µ3) lλ +

(µ1 − µ2)

2
√

3
(ρ× pλ + λ× pρ), (5.11)

ãäå
lρ = ρ × pρ , lλ = λ × pλ (5.12)

è ãäå ìàãíèòíûå ìîìåíòû êâàðêîâ ðàâíû

µa =
ea

2ma

. (5.13)

Îòìåòèì, ÷òî ìàãíèòíûå ìîìåíòû â óðàâíåíèè (5.13) âûðàæåíû â êâàðêîâûõ ìàãíå-
òîíàõ. ×òîáû âûðàçèòü èõ â ÿäåðíûõ ìàãíåòîíàõ âûðàæåíèå (5.13) íóæíî óìíîæèòü
íà mN/ma.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ìàãíèòíûé ìîìåíò µ áàðèîíà ñî ñïèíîì J åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå îïåðåòîðà µ̂z äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ Mz = J

µ =< JJ | µ̂z |JJ >=< JJ | µ̂zS + µ̂zL |JJ > . (5.14)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëíûì óãëîâûì ìîìåíòîì L = 0

µ = µ
1
2
spin =<

1

2

+ 1

2

∣∣∣∣∣∑
a

eaσaz
2ma

∣∣∣∣∣ 1

2

+ 1

2
>=

=< χλ1
2

1
2

∣∣∣∣∣∑
a

ea
2ma

∣∣∣∣∣χλ12 1
2
>=

1

3
(2µ1 + 2µ2) − 1

3
µ3, (5.15)

ãäå χλ1
2

1
2

- äóáëåòíàÿ ñïèíîâàÿ ôóíêöèÿ, cèììåòðè÷íàÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå 1 ↔ 2. Çíà-

÷åíèÿ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ, âû÷èñëåííûõ ïî ýòèì ôîðìóëàì, ïðèâåäåíû â Òàáëèöå
6. Kîíñòèòþýíòíûå ìàññû ëåãêèõ êâàðêîâ âçÿòû èç ðàáîòû [?]. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå
çíà÷åíèÿ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ âçÿòû èç äàííûõ PDG [18].
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Òàáëèöà 6: Baryon magnetic moments of JP = 1
2

+
baryons

.

Baryon ωq ωs µu µd µs µ Expt.

p 0.408 1.53 -0.77 2.29 2.79

n 0.408 1.53 -0.77 -1.53 -1.91

Λ 0.414 0.453 1.51 -0.76 -0.69 -0.69 -0.61

Σ+ 0.414 0.453 1.51 -0.76 -0.69 2.23 2.46

Σ0 0.414 0.453 1.51 -0.76 -0.69 0.80 0.83

Σ− 0.414 0.453 1.51 -0.76 -0.69 -0.91 -1.16

Ξ0 0.419 0.458 1.485 -0.742 -0.75 -1.40 -1.25

Ξ− 0.419 0.458 1.689 -0.845 -0.75 -0.50 -0.65

Ω− 0.463 -0.671 -2.01 -2.02

For the 3
2

+
baryons one obtains

µ∆++ = 3µu = 4.575µN , (5.16)

other moments are

µ∆+ = 2µu + µd =
3

2
µ∆++ , µ∆0 = 0, µ∆− = 3µd = −1

2
µ∆++ . (5.17)

Äî ñèõ ïîð òîëüêî ìàãíèòíûé ìîìåíò ∆++(1232) áûë èçìåðåí â ðåàêöèè π+p→ γπ+p
ñ ðåçóëüòàòîì µ∆++ ∼ 3.7 − 7.5µN [?]. Íåîïðåäåëåííîñòü â ýêñïåðèìåíòàëüíîì ðåçóëü-
òàòå âîçíèêàåò èç ïîãðåøíîñòè òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ýòîé ðåàêöèè.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ 1
2

−
ðåçîíàíñà ïðåäñòàâëÿåò ñóïåðïîçèöèþ äâóõ ñïèíîâûõ ñîñòî-

ÿíèé c îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l = 1 è ñî ñïèíîì S = 1/2 è S = 3/2 22.

|S11(1535) >= cosϑ |2P1/2 > − sinϑ |4P1/2 >

|S11(1650) >= sinϑ |2P1/2 > + cosϑ |4P1/2 >,

22Ýòè ñîñòîÿíèÿ ïðèíàäëåæàò 70-ìåðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû SU(6).
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ãäå óãîë ñìåøèâàíèÿ ϑ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ñâåðõòîíêîãî ñïèíîâîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó êîíñòèòþýíòíìè êâàðêàìè. Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå ñïåêòðî-
ñêîïè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ | 2S+1P1/2 >, ãäå S = 1/2, 3/2 ïîëíûé ñïèí â ñèñòåìå òðåõ
êâàðêîâ è ñèìâîë P îçíà÷àåò ñîñòîÿíèå ñ îðáèòàëüíûì óãëîâûì ìîìåíòîì L = 1.
Ñïèí-óãëîâûå ôóíêöèè ðàâíû

| 2P1/2 >=

1√
2

(√
2

3
Y11(λ)χλ1

2
− 1

2
−
√

1

3
Y10(λ)χλ1

2
1
2

)
+

1√
2

(√
2

3
Y11(ρ)χρ1

2
− 1

2

−
√

1

3
Y10(ρ)χρ1

2
1
2

)
, (5.18)

and

| 4P1/2 >=

√
1

2
Y1−1(λ)χs3

2
3
2
−√

1

3
Y10(λ)χs3

2
1
2

+

√
1

6
Y11(λ)χs3

2
− 1

2
(5.19)

ãäå χλ1
2
ms

è χρ1
2
ms

ââåä¸ííûå â ðàçäåëå 4 ñïèíîâûå ôóíêöèè, ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèì-

ìåòðè÷íûå ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñïèíîâ 1↔ 2 ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî êîíñòè-
òþýòíûå ìàññû ëåãêèõ êâàðêîâ â 1/2− íóëîíàõ çàâèñÿò îò òèïà âîçáóæäåíèÿ óãëîâîãî
ìîìåíòà è îòëè÷àþòñÿ äëÿ ρ è λ âîçáóæäåíèé. Îäíàêî ýòà çàâèñèìîñòü íå çíà÷èòåëü-
íà è íå ïðåâûøàåò 2%. Â äàëüíåéøåì äëÿ îðáèòàëüíûõ âîçáóæäåíèé ρ è λ íóêëîíîâ
ñ îòðèöàòåëüíîé ÷åòíîñòüþ ìû èñïîëüçóåì îáùåå çíà÷åíèå ωq = 0.457 GeV.

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó 23.

µ(S+
11(1535)) = µ(2P+

1/2) cos2 ϑ+ µ(4P+
1/2) sin2 ϑ

−2 <2 P+
1/2|µ

z
S|4P+

1/2 > sinϑ cosϑ = 1.24µN (5.20)

µ(S+
11(1650)) = µ(2P1/2)+ sin2 ϑ+ µ(4P1/2) cos2 ϑ

+2 <2 P1/2|µzS|4P1/2 > sinϑ cosϑ = −0.33µN (5.21)

µ(S0
11(1535)) = µ(2P 0

1/2) cos2 ϑ+ µ(4P 0
1/2) sin2 ϑ

−2 <2 P 0
1/2|µzS|4P 0

1/2 > sinϑ cosϑ = −0.84µN (5.22)

µ(S0
11(1650)) = µ(2P 0

1/2) cos2 ϑ+ µ(4P 0
1/2) sin2 ϑ

−2 <2 P 0
1/2|µzS|4P 0

1/2 > sinϑ cosϑ = 0.744µN (5.23)

23Èíäåêñû +, 0 îòíîñÿòñÿ ê çàðÿäó 1
2

−
ñîñòîÿíèé.
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Òàáëèöà 7: Ìàãíèòíûå ìîìåíòû JP = 1
2

−
nucleons. ωq = 0.457 GeV

S+
11(1535) S0

11(1535) S+
11(1650) S0

11(1650)

Êâàðêîâàÿ ìîäåëü 1.24 -0.84 012 0.74

Ðåøåòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ -1.8 -1.0

where

µ(2P+
1/2) =

2

9
µu +

1

9
µd = 0.23µN , (5.24)

µ(4P+
1/2) = µu +

1

3
µd = 1.14µN (5.25)

and

<4 P+
1/2|µz|

2P+
1/2 >=

4

9
(µu − µd) = 0.91µN (5.26)

Èñïîëüçóÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå cos θ = −0.22 [19], ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû,
ïðèâåäåííûå â Òàáëèöå 7. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ íóêëîíîâ ñ
îòðèöàòåëüíîé ÷åòíîñòüþ, ïîëó÷åííûå äðóãèìè ìåòîäàìè, ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ. Â êà-
÷åñòâå èëëþñòðàöèè â Òàáëèöå 7 ïðèâåäåíû ìàãíèòíûå ìîìåíòû S+

11(1535) è S0
11(1535),

ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòîâ â ðåøåòî÷íîé ÊÕÄ [20]. Ðåçóëüòàòû îòëè÷àþòñÿ íå
òîëüêî ïî âåëè÷èíå, íî è ïî çíàêó. Äàëüíåéøèå èçìåðåíèÿ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ íóêëî-
íîâ ñ îòðèöàòåëüíîé ÷åòíîñòüþ áóäåò èìåòü âàæíûå ñëåäñòâèÿ äëÿ ïîíèìàíèÿ ñòðóê-
òóðû íóêëîíîâ.

6 Ìåòîä ïîëåâûõ êîððåëÿòîðîâ è ñâîéñòâà áàðèîíîâ.

6.1 Ýôôåêòèâíûé êâàðêîâûé ãàìèëüòîíèàí

Èñòîðèÿ íåïåðòóðáàòèâíûõ âàêêóóìíûõ ãëþîííûõ ïîëåé â ÊÕÄ íà÷èíàåòñÿ ñ ââå-
äåíèÿ êîíäåíñàòîâ â ìåòîäå ïðàâèë ñóìì [28], ãäå âïåðâûå áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà
ãëþîííîãî êîíäåíñàòà G2 = −αs

π

〈
F a
µνF

a
µν

〉
= 0.012 GeV 2. Âûñøèå êîíäåíñàòû è äðó-

ãèå âàêóóìíûå ñðåäíèå ëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [?]. Îäíà-
êî, äëÿ ïîíèìàíèÿ íåïåðòóðáàòèâíîé äèíàìèêè ÊÕÄ âàêóóìà âàæíî çíàòü è äðóãóþ
åãî õàðàêòåðèñòèêó - êîððåëÿöèîííóþ äëèíó ãëþîííûõ ïîëåé λg, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò
íåëîêàëüíîñòü ãëþîííûõ êîððåëÿöèé. Ýòà âåëè÷èíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ôåíîìå-
íîëîãèè àäðîíîâ. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå êîððåëÿöèîííîå äëèíû áûëî äàíî â ðàáîòå â
ðàìêàõ ìåòîäà ïîëåâûõ êîððåëÿòîðîâ (ÌÏÊ). Ðåøåòî÷íûå èçìåðåíèÿ λg ïðèâîäÿò ê
âåñüìà ìàëûì çíà÷åíèÿì λg ∼ 0.15− 0.3 fm.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû êðàòêî îïèøåì ìåòîäîëîãèþ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê 3-
êâàðêîâûõ ñèñòåì â ìåòîäå ïîëåâûõ êîððåëÿòîðîâ (ÌÏÊ). Â ýòîì ìåòîäå êâàðêî-
âàÿ äèíàìèêà îïðåäåëÿåòñÿ êîððåëÿòîðàìè ãëþîííîãî ïîëÿ, êîòîðûå îòâåòñòâåííû
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çà êîíôàéíìåíò êâàðêîâ. Ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Þ.À.Ñèìîíîâûì, êîòîðûé èñïîëü-
çîâàë ïðåäñòàâëåíèå Ôåéíìàíà � Øâèíãåðà äëÿ ïðîïàãàòîðîâ êâàðêîâ âî âíåøíåì
ãëþîííîì ïîëå è âûâåë óðàâíåíèÿ äëÿ àäðîííûõ ôóíêöèé Ãðèíà, èç êîòîðûõ ìîæíî
íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü áàðèîííûå ñïåêòðû è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè áàðèîíîâ. Â
ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçîâàëîñü ñòðóííîå ïðèáëèæåíèå â ÊÕÄ, êîòîðîå îòâå÷àåò ïðåäåëó
ìàëîé êîððåëÿöèîííîé äëèíû Tg ïîëåâûõ êîððåëÿòîðîâ.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïîëåâûõ êîððåëÿòîðîâ (MÏÊ) äàåò íîâîå îáîñíîâàíèå êâàð-
êîâîé ìîäåëè â íåïåðòóðáàòèâíîé ÊÕÄ. Îñíîâíûì èíãðåäèåíòîì ÌÏÊ ÿâëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé (ÂÏ), êîòîðûå ââîäÿòñÿ, ÷òîáû èçáåæàòü ïîÿâ-
ëåíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ â ðåëÿòèâèñòñêîì ãàìèëüòîíèàíå. Èñïîëüçîâàíèå ÂÏ ïîç-
âîëÿåò âûïèñàòü ïðîñòóþ ëîêàëüíóþ ôîðìó ýôôåêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà (ÝÃ) äëÿ
3-êâàðêîâûõ ñèñòåì

H =
3∑
i=1

(
m2
i

2µi
+
µi
2

) +H0 + V, (6.1)

ãäå H0 - îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ñîâïàäàþùèé ïî ôîðìå ñ íåðåëÿòèâèñòñêèì
Ãàìèëüòîíèàíîì

H0 =
∑
i

p2
i

2µi
, (6.2)

V - ñóììà ñòðóííîãî ïîòåíöèàëà VY è ïîòåíöèàëà 1-ãëþîííîãî îáìåíà, mi - òîêîâûå
ìàññû êâàðêîâ è µi - ïîñòîÿííûå ÂÏ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âaðèàöèîííûå
ïàðàìåòðû. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ââåñòè ÿñíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ÂÏ:
ñòàðòóÿ îò òîêîâûõ ìàññ â ëàãðàíæèàíå ÊÕÄ, ìû â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðèõîäèì ê äè-
íàìè÷åñêèì ìàññàì µi, êîòîðûå âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ è ìîãóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ìàññû êîíñòèòþýíòíûõ êâàðêîâ. Ñòðóííûé ïîòåíöèàë îáû÷íî èìååò
âèä

VY (r1, r2, r3) = σrmin, (6.3)

ãäå σ - íàòÿæåíèå ñòðóíû è rmin ìèíèìàëüíàÿ äëèíà, îòâå÷àþøàÿ ñòðóííîé Y êîíôè-
ãóðàöèè. Ïîòåíöèàë, îáóñëîâëåííûé 1-ãëþîííûì îáìåíîì ìû ðàññìîòðèì â ðàçäåëå
??. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå 6.1 ñîäåðæèò òîëüêî óíèâåðñàëüíûå ïàðàìåòðû mi, µi,
íàòÿæåíèå ñòðóíû σ è êîíñòàíòó ñèëüíîé ñâÿçè αs.

Ìàññà áàðèîíà MB ðàâíà
M = M0 + ∆EHF , (6.4)

ãäå ∆EHF ñïèíîâàÿ ïîïðàâêà,

M0 =
3∑
i=1

(
m2
i

2µi
+
µi
2

)
+ E0(µi) + C, (6.5)

E0 - ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå Øðåäèíãåðîâñêîãî îïåðàòîðà H0 +V , è µi îïðåäåëÿþòñÿ èç
óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà M0(mi, µi) ïî µi

∂M0(mi, µi)

∂µi
= 0 (6.6)

Äëÿ ëåãêèõ êâàðêîâ, äëÿ êîòîðûõ mi �
√
σ (σ - íàòÿæåíèå ñòðóíû) µi ∼

√
σ(1 +

O(αs), â òî âðåìÿ êàê äëÿ òÿæåëûõ êâàðêîâ (mi � σ) µi ≈ mi. Â óðàâíåíèè (6.5)
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C - ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ êâàðêîâ, îáóñëîâëåííàÿ âçàèìîäåéñòâèåì öâåòîâîãî óãëîâîãî
ìîìåíòà êâàðêà ñ íåïåðòóðáàòèâíûì âàêóóìíûì ïîëåì. Ýòà ïîïðàâêà, ïðèâîäèò ê
îòðèöàòåëüíîìó âêëàäó ê ìàññå àäðîíà

C = −2σ

π

∑
i

η(ti)

µi
, ti = miΛg, (6.7)

ãäå

η(t) = t

∫ ∞
0

z2K1(tz) e−z dz, (6.8)

K1(tz) - ôóíêöèÿ Ìàê Äîíàëüäà 24. Â óðàâíåíèè (6.7) 1/λg ≈ 1 GeV , ãäå λg� êîððåëÿ-
öèîííàÿ äëèíà ãëþîííîãî íåïåðòóðáàòèâíîãî âàêóóìà.

Àíàëîãèÿ ýôôåêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà â óðàâíåíèè 6.1) c íåðåëÿòèâèñòñêèì ãà-
ìèëüíèàíîì ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ðåøåíèÿ 3-÷àñòè÷íûõ óðàâíåíèé ýôôåê-
òèâíûå ïîäõîäû, ðàçâèòûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ 3-íóêëîííûõ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ñèñòåì.
Ìû ðåøàåì íåðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì ñ ïîòåíöèàëîì
êîíôàéíìåíòà è êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì ÷òîáû îïðåäåëèòü êîíñòèòþýíòíûå ìàññû
µi è ìàññû íóëåâîãî ïîðÿäêà M0. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ î÷åíü óäîáíûì îêà-
çûâàåòñÿ ìåòîä ãèïåðñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ââåäåííûõ Þ.À. Ñèìîíîâûì äëÿ ðåøå-
íèÿ ïðîáåìû 3-íóêëîííûõ ÿäåð 3H è 3He [37]. Çàòåì îöåíèâàåì ïîïðàâêó, ñâÿçàííóþ
ñî ñâåðõòîíêèì ðàñùåïëåíèåì, èñïîëüçóÿ ïåðòóðáàòèâíîå öâåòî-ìàãíèòíîå âçàèìîäåé-
ñòâèå ñ ó÷åòîì ïîïðàâîê, ñâÿçàííûõ ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé

∆EHF =
∑
i<j

σiσj
µiµj

(
4παs

9

)〈
δ(rij) +

σλ2
g

4π
< rijK1(λgrij) >

〉
. (6.9)

Ïåðâûé ÷ëåí â (6.9) ýòî ñòàíäàðòíîå öâåòîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå â ÊÕÄ [22], â
òîì âðåìÿ êàê âòîðîé ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé íàòÿæåíèþ ñòðóíû σ, áûë âïåðâûå
âû÷èñëåí â ðàáîòå [23].

6.2 Âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ è êîíñòèòþýíòíûå ìàññû êâàðêîâ

Îñíîâíîé èíãðåäèåíò â ÌÂÊ çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ÂÏ. Ýòè ïîëÿ áûëè ïåð-
âîíà÷àëüíî ââåäåííû ïðè ðàññìîòðåíèè êèíåìàòèêè ðåëÿòèâèñòñêèõ áåññïèíîâûõ ÷à-
ñòèö, ÷òîáû èçáåæàòü ïîÿâëåíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ, ñâÿçàííîãî ñ ðåëÿòèâèñòñêèì ãà-
ìèëüòîíèàíîì. Èñïîëüçóÿ ôîðìàëèçì ÂÏ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðîñòóþ ëîêàëüíóþ
ôîðìó ÝÃ äëÿ 2- è 3-êâàðêîâûõ ÷àñòèö 25, êîòîðûé ñîäåðæèò êîíôàéíìåíò êâàðêîâ
è ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû. Ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì ÝÅ ñîäåðæèò òîëüêî óíèâåð-
ñàëüíûå ïàðàìåòðû: íàòÿæåíèå ñòðóíû σ, ñèëüíóþ êîíñòàíòó ñâÿçè αs è êîíñòèòþýíò-
íûå (òîêîâûå) ìàññû êâàðêîâ mi

26. Ïîâòîðèì, ÷òî êîíñòèòþýíòíûå ìàññû êâàðêîâ µi,
ðàâíî êàê è êîíñòàíòà Ñ, íå ÿâëÿþòñÿ â ýòîì ìåòîäå ïîäãîíî÷íûìè ïàðàìåòðàìè. Òà-
êèì îáðàçîì, èñïîëüçåìûé ôîðìàëèçì ïðèîáðåòàåò î÷åíü íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ
êîíñòèòþýíòíûõ ìàññ: ýòè ìàññû ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû êîíñòèòþýíòíûì ìàññàì â

24Ôóíêöèÿ η)t) áûëà âïåðâûå âû÷èñëåíà â ðàáîòå [21]
25Ñì. Ref. [?], â êîòîðîé ñîäêðæèòñÿ êðàòêèé îáçîð ôîðìàëèçìà.
26Îáçîð ôîðìàëèçìà ÝÃ äëÿ çàäà÷è áàðèîíîâ ñîäåðæèòñÿ â ÷àñòè II ðàáîòû [?]
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êâàðêîâîé ìîäåëè, íî íå ÿâëÿþòñÿ ïîäãîãîíî÷íûìè ïàðàìåíòðàìè, à âû÷èñëÿþòñÿ èç
âàðèàöèîííîãî ìèíèìóìà, îïðåäåëÿþùåãî ñàìè ÂÏ.

ÝÃ èìååò âèä

H =
3∑
i=1

(
m2
i

2µi
+
µi
2

)
+H0 + V. (6.10)

Â óðàâíåíèè (6.10) H0 íåðåëÿòèâèñòñêèé îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ïîñòî-
ÿííûõ µi, íåçàâèñÿùèé îò ñïèíà ïîòåíöèàë V åñòü ñóììà ñòðóííîãî ïîòåíöèàëà

VY (r1, r2, r3) = σ rmin, (6.11)

ãëå rmin ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ñòðóí, îòâå÷àþøèõ Y�êîíôèãóðàöèè, è êóëîíîâñêèé ÷ëåí
èìååò âèä

VC(r1, r2, r3) =
∑
i<j

VC(rij), (6.12)

âîçíèêàþùèé èç 1-ãëþîííîãî îáìåíà. Ýòîò ÷ëåí ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ðàçäåëå ??. ÝÃ
ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòåí ðåëÿòèâèñòñêîìó ãàìèëüòîíèàíó ñ òî÷íîñòüþ äî óñòðàíåíèÿ
ÂÏ (ñì. óð-íèå (6.15). Îòìåòèì, ÷òî µi ∼

√
σ ∼ 400 MeV. äàæå äëÿ áåçìàññîâûõ

òîêîâûõ êâàðêîâ.
Ìàññà áàðèîíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

MB = M0 + ∆Mstring + C, (6.13)

M0 =
3∑
i=1

(
m2
i

2µi
+
µi
2

)
+ E0(µi) (6.14)

ãäå E0(µi) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå Øðåäèíãåðîâñêîãî îïåðàòîðà H0 + V , è µi îïðåäåëÿ-
þòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà

∂ M0(mi, µi)

∂ µi
= 0. (6.15)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6.13) ñîäåðæèò ïåðòóðáàòèâíóþ ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ C,
êîòîðàÿ îáóñëîâëåíà âçàèìîäåéñòâèåì öâåòîâîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà êâàðêîâ ñ âà-
êóóìíûì ôîíîâûì ïîëåì [21]. Ýòà ïîïðàâêà äîáàâëÿåò îáùèé îòðèöàòåëüíûé çíàê â
ìàññó àäðîíîâ:

C = −2σ

π

∑
i

η(ti)

µi
, ti = mi/Tg, (6.16)

ãäå 1/λg - óïîìÿíóòàÿ âûøå ãëþîííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà. ×èñëåííûé ìíîæèòåëü
η(t) âîçíèêàåò èç âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

η(t) = t

∫ ∞
0

z2K1(tz) e−z dz, (6.17)

ãäå K1 ôóíêöèÿ Ìàê Äîíàëüäà. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå [?] äàåò

η(t) =
1 + 2t2

(1− t2)2
− 2t2

(1− t2)3/2
ln

1 +
√

1− t2
t

, t < 1, (6.18)
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1 + 2t2

(1− t2)2
− 3t2

(t2 − 1)5/2
arctan(1 +

√
t2 − 1), t > 1. (6.19)

Note that η(0) = 1 and η(t) ∼ 2/t2 ïðè t → ∞. Â ïîñëåäóþùåì ìû èñïîëüçóåì
λg = 1/1GeV . Íàêîíåö, ∆Mstring â Eq. (6.13) � òàê íàçûâàåìàÿ ñòðóííàÿ ïîïðàâêà,
êîòîðóþ ìû îáñóäèì â ñëåäóþùèì ðàçäåëå.

Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ôîðìóëàìè, îïðåäåëÿþùèìè
ñïåêòð áàðèîíîâ â ÌÂÊ.

6.3 Êóëîíîïîäîáíîå âçàèìîäåéñòâèå è ôîíîâàÿ òåîðèÿ âîçìó-

ùåíèé

Ðàññìîòðèì êóëîíîïîäîáíóþ ÷àñòü âçàèìîäåéñòâèÿ VC(r). Óäîáíî çàïèñàòü VC â èì-
ïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå

VC(q2) = −CF
αV (q2)

q2
, (6.20)

ãäå CF öâåòîâîé ôàêòîð. Â áàðèîíå äâà êâàðêà ïðèíàäëåæàò ïðåäñòàâëåíèþ 3 ãðóïïû
SUc(3) äëÿ êîòîðîãî CF = 2/3. Áåãóùàÿ êîíñòàíòà αV (q2) êîíòðîëèðóåò ïîâåäåíèå
ñòàíäàðòíîé òåîðèè òåîðèè âîçìóùåíèé (ÑÒÂ) ïðè ìàëûõ èìïóëüñàõ. Ôîðìàëüíîå
âûðûæåíèå äëÿ VC â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

VC(r) = −CF
αs(r)

r
, (6.21)

ãäå

αs(r) =
2

π

∞∫
0

dq
sin qr

q
αV (q2). (6.22)

Ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ ïåòåëü

αV (q2) =
4π

β0 t

(
1 − β1

β0
2

ln t

t

)
, (6.23)

ãäå βi êîýôôèöèåíòû ÊÕÄ β-ôóíêöèè,

β0 = 11 − 2

3
nf , β1 = 102 − 38

3
nf , (6.24)

è

t = ln
q2

Λ2
V

(6.25)

Â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì nf = 3.
Êîíñòàíòà ñâÿçè αV (q2) èìååò îñîáåííîñòè ïðè q2 = Λ2

V , ïîýòîìó ñòàíäàðòíàÿ òåî-
ðèÿ âîçìóùåíèé ïëîõî îïðåäåëåíà â èíôðàêðàñíîé îáëàñòè, â êîòîðîé ýòà êîíñòàíòà
ñâÿçè íà÷èíàåò ðàñòè. Ýòà ïðîáëåìà, î÷åâèäíî, ñâÿçàíà ñ ðàñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëà
îò áåãóùåé êîíñòàíòû â óðàâíåíèè (6.22). Ïîýòîìó αs(r) èçâåñòíà òîëüêî â ïåðòóð-
áàòèâíîé îáëàñòè r . 0.1 fm. Îöåíêè ñðåäíèõ ìåæäóêâàðêîâûõ ðàññòîÿíèé â ëåãêèõ
áàðèîíàõ ïðèâîäÿò ê çíà÷åíèþ â îáëàñòè 0.7 fm, ÷òî, î÷åâèäíî, ëåæèò âíå îáëàñòè
ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.
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Ñóùåñòâóåò, îäíàêî, âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ áåãóùåé êîíñòàíòû ñâÿçè, êîòîðàÿ
èìååò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ â èíôðàêðàñíîé îáëàñòè. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ �âðåìåíèïî-
äîáíàÿ� ýôôåêòèâíàÿ ñâÿçü, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â äèñïåðñèîííîì ïîäõîäå [?]. The
idea is that such a coupling may give an e�ective measure of interaction at low scale [?]. An
alternative procedure is to de�ne the fundamental coupling in QCD from a given physical
observable [33]. Äëÿ íàøèõ öåëåé îïðåäåëèòü êîíñòàíòó ñâÿçè αB â ôîíîâîé òåîðèè
âîìóùåíèé ([34]. Â èìïóëüñíîì ïðåëñòàâëåíèè

αB(q2) = αs(q
2 + m2

B), (6.26)

ãäå mB ∼ 1 Gev ïîäõîäÿùèé ìàññîâûé ïàðàìåòð 27. Ñìûñë óðàâíåíèÿ (6.26) çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïåðòóðáàòèâíûé ãëþîííûé ïðîïàãàòîð ñèëüíî ìîäèôèöèðóþòñÿ ïðè
q . mB ôèçèêîé áîëüøèõ ðàññòîÿíèé.

Îïðåäåëèì αB(r) è êóëîíîïîäîáíûé ïîòåíöèàë â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå âû-
ðûæåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè (6.21) è (6.22)

αB(r) =
2

π

∞∫
0

dq
sin qr

q
αB(q2), (6.27)

VC(r) = −CF
αB(r)

r
. (6.28)

Äëÿ αB(q2) ìû èñïîëüçóåì äâóõ�ïåòëåâîé ðåçóëüòàò (6.23) ñ ïîäñòàíîâêîé

t → tB = ln
q2 + m2

B

Λ2
V

(6.29)

Â ðåçóëüòàòå αB(q2) îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé â èíôðàêðàñíîé îáëàñòèq2 → 0. Â óëü-
òðàôèàëåòîâîé îáëàñòè q2 � m2

B ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ÑÒÂ. Êîíñòàíòà ñâÿçè
αB(r) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ ðàññòîÿíèé è íàñûùàþòñÿ ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà-
÷åíèè r � 1/mB. The speci�c choice of the parameters in Eq. (6.29) will be discussed in
Sec. ??.

6.4 Ñòðóííàÿ ïîïðàâêà

Ïîòåíöèàë VY (r1, r2, r3) â óðàâíåíèè (6.11) ïðåäñòàâëÿåò ïåðâûé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè
ñòðóííîãî Ãàìèëüòîíèàíà ÊÕÄ â òåðìèíàõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé [24]. Ëèäèðóþùàÿ ïî-
ïðàâêà ê ýòîìó ÷ëåíó èçâåñòíà êàê ñòðóííàÿ ïîïðàâêà (ÑÏ). Ýòà ïîïðàâêà îòñóòñòâóåò
â ðåëÿòèâèñòñêèõ óðàâíåíèÿõ ñ ëîêàëüíûìè ïîòåíöèàëàìè. Çíàê ýòîé ïîïðàâêè îòðè-
öàòåëåí, òàêèì îáðàçîì, ó÷åò ÑÏ óìåíüøàåò ìàññó áàðèîíîâ ñ L 6= 0 (âêëàä ÑÏ â S -
âîëíîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâåí íóëþ).

ÑÏ áûëà âû÷èñëåíà áûëà âû÷èñëåíà äëÿ îðáèòàëüíûõ âîçáóæäåíèé òÿæåëî-ëåãêèõ
ìåçîíîâ [?] è ãèáðèäíûõ ÷àðìîíèåâûõ ñîñòîÿíèé [?]. Äëÿ áàðèîíîâ âû÷èñëåíèå ñòðóí-
íîãî ïîòåíöèàëà, ñîäåðæàùåãî òî÷êó ñîåäèíåíèÿ ñòðóí, ó÷åò ÑÏ ïðåäñòàâëÿåò î÷åíü
ãðîìîçäêóþ çàäà÷ó. Âû÷èñëåíèÿ, îäíàêî, ñèëüíî óïðîùàþòñÿ, åñëè òî÷êó ñîåäèíåíèÿ

27 Ýòîò ïàðàìåòð èìååò ñìûñë ìàññû ïåðâîãî ãèáðèäíîãî âîçáóæäåíèÿ, mB = M(QQ̄gg)−M(QQ̄g).
Èç ñðàâíåíèÿ ñ ðåøåòî÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè mB ∼ 1 GeV.
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ñòðóí âûáðàòü ñîâïàäàþùåé ñ êîîðäèíàòîé öåíòðà ìàññ ñèñòåìû. Rcm. Â ýòîì ñëó÷àå
ñòðóííûé ïîòåíöèàë àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñóììîé 1-÷àñòè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ. Òî÷íîñòü
ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ P -âîëíîâûõ áàðèîííûõ ëó÷øå 1 % [?]. Ïîëàãàÿ Rcm = 0
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ÑÏ

V CM
string = σ

∑
i

|ri|
∫ 1

0

dβ

√
1− l2i , (6.30)

ãäå

li =
β

|ri|
[ri × ṙi] =

β

µi |ri|
[ri × pi] = −i β

µi |ri|
[ri × ∇i]. (6.31)

Ðàçëàãàÿ êâàäðàòíûå êîðíè â óðàâíåíèè (6.30) ïî ñòåïåíÿì óãëîâûõ ñêîðîñòåé l2i è
ñîõðàíÿÿ â ýòîì ðàçëîæåíèè òîëüêî ïåðâûå äâà ÷ëåíà, ïîëó÷èì

V CM
string ≈ σ

∑
i

|ri|
1∫

0

dβ (1 − 1

2
l2i ) = σ

∑
i

|ri| +
σ

6

∑
i

(
1

µ2
i |ri|

(ri × ∇i)
2

)
(6.32)

and

∆Mstring = − σ
6
< Ψ|

∑
i

(ri × pi)2

µ2
i ri

|Ψ >, (6.33)

ãäå Ψ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñòðóííîãî ãàìèëüòîíèàíà â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè.

7 ×èñëåííûå ïðèìåðû

7.1 Ãèïåðñôåðè÷åñêèé ôîðìàëèçì äëÿ òðåõ-êâàðêîâûõ ñèñòåì.

Äëÿ âû÷èñëåíèå ìàññ îñíîâíûõ è âîçáóæäåííûõ áàðèîííûõ ñîñòîÿíèé ìû èñïîëüçóåì
ìåòîä ãèïåðñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé [37] - [40]. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
îáîáùèòü ïðîñòîòó ðàçëîæåíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì äëÿ óãëîâûõ ôóíêöèé 2-
õ ÷àñòèö äëÿ ñèñòåìû N ÷àñòèö, ââîäÿ 3N-3-ìåðíîå c ïîëíîé äëèíîé R (ýòà âåëè÷èíà
îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ãèïåððàäèóñîì) è íàáîð óãëîâ Ω. Ìû êðàòêî îáñóäèì ãèïåðñôåðè-
÷åñêèé ôîðìàëèçì â ïðèìåíåíèè ê íàøåé ñïåöèôè÷åñêîé ïðîáëåìå.

Ââåäåì â ñèñòåìå òðåõ êâàðêîâ ñ äèíàìè÷åñêèìè ìàññàìè µi è êîîðäèíàòàìè ri
3-÷àñòè÷íûå êîîðäèíàòû ßêîáè â 6-ìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå

ρij =

√
µij
µ0

(ri − rj), λij =

√
µij, k
µ0

(
µiri + µjrj
µi + µj

− rk
)
, (6.1)

(i, j, k - öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà, ãäå µij and µij,k ïðèâåäåííûå ìàññû:

µij =
µiµj

µi + µj
, µij, k =

(µi + µj)µk
µi + µj + µk

, (6.2)
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è µ0 ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð ñ ðàçìåðíîñòüþ ìàññû, êîòîðûé âûïàäàåò èç êîíå÷íîãî
âûðàæåíèÿ. Áàðèîííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ßêîáèåâûõ ïåðåìåííûõ (6.1) 28

.
Ïåðåéäåì òåïåðü îò ßêîáèåâûõ ïåðåìåííûõ ê ãèïåðñôåðè÷åñêèì ïåðåìåííûì â

êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå

R2 = ρ2 + λ2,

ρ = R sin θ, λ = R cos θ, 0 ≤ θ ≤ π/2, (6.3)

ult R 6-ìåðíûé ãèïåððàäèóñ, êîòîðûé èíâàðèàíòåí ïðè ïåðåñòàíîâêàõ êâàðêîâ. Â äàëü-
íåéøåì îïóñêàåì èíäåêñû i è j.

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè H0 äëÿ òðåõ-êâàðêîâûõ
ñèñòåì èìååò çàìå÷àòåëüíî ïðîñòîé âèä â ãèïåðñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Â ñèñòåìå
öåíòðà ìàññ

H0 = − 1

2µ0

(
∂2

∂R2
+

5

R

∂

∂R
+
L2(Ω)

R2

)
. (6.4)

Â óðàâíåíèè (6.4) Ω îçíà÷àåò íàáîð 5-òè óãëîâûõ êîîðäèíàò θ, nρ, nλ, è L
2(Ω) - êâàä-

ðàò óãëîâîãî îïåðàòîðà â 5-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.. Åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèÿ (ãèïåð-
ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè) èìåþò âèä

L2(Ω)Y[K](θ,nρ,nλ) = −K(K + 4)Y[K](θ,nρ,nλ), (6.5)

ãäå K - çíà÷åíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà â 6-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(ρ,λ) èìååò âèä

ψ(ρ,λ) =
∑
[K]

ψ[K](R)Y[K](Ω), (6.6)

ãäå íàáîð [K] îïðåäåëÿåò îðáèòàäüíûé ìîìåíò ñîñòîÿíèÿ è åãî ñâîéñòâà ñèììåòðèè.
state and the symmetry properties.

Â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî èñïîëüçóåì àíçàö K = Kmin, ãäå Kmin = 0 for L = 0 è
Kmin = 1 äëÿ L = 1. Òî÷íîñòü ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ èññëåäîâàëàñü â [?]. Íàøà çàäà÷à
òîãäà î÷åíü ïðîñòàÿ Our task is ìû äîëæíû âûáðàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ íóëåâîãî
ïîðÿäêà, îòâå÷àþùóþ ìèíèìàëüíîìó K äëÿ äàííîãî L. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãàðìîíèêè
èìåþò âèä

Y0 =

√
1

π3
, K = 0,

Y ρ =

√
6

π3

ρ

R
, Y λ =

√
6

π3

λ

R
, K = 1. (6.7)

Äëÿ nns áàðèîíîâ ìû èñïîëüçóåì áàçèñ, â êîòîðîì ñòðàííûé êâàðê âûäåëåí êàê
êâàðê 3, íî íåñòðàííûå êâàðêè âñå åùå àíòèñèììåòðèçîâàíû. Òî÷íî òàêæå äëÿ ssn
áàðèîíà ìû èñïîëüçóåì áàçèñ, â êîòîðîì íåñòðàííûé êâàðê âûäåëåí êàê êâàðê 3. nns
áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ äèàãîíàëèçóþò çàäà÷ó êîíôàéíìåíòà, ïðè ýòîì áàçèñíûå ôóíêöèè

28Ñóùåñòâóåò òðè ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáà ââåäåíèÿ ßêîáèåâûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ñâÿçàíû äðóã
ñ äðóãîì ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñ ßêîáèàíîì, ðàâíûì åäèíèöå.
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îòâå÷àþò îòäåëüíûì âîçáóæäåíèÿì íåñòðàííîãî è ñòðàííîãî êâàðêîâ. Ýòè âîçáóæäå-
íèÿ îáîçíà÷àþòñÿ êàê ρ - è λ âîçáóæäåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî). Â ÷àñòíîñòè, âîçáóæäå-
íèå ïî ïåðåìåííîé λ â îòëè÷èå îò âîçáóæäåíèÿ ïî ïåðåìåííîé ρ âêëþ÷àåò âîçáóæ-
äåíèå�íå÷åòíîãî� êâàðêà (s äëÿ nns èëè n for ssn). Íåñèììåòðèçîâàííûå áàçèñíûå
ñîñòîÿíèÿ uds è ssq îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò áîëåå ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ âîçáóæäåí-
íûõ ñîñòîÿíèé. [?].

Ââåäåì ïðèâåäåííóþ ôóíêöèþ uν(R):

Ψν(R,Ω) =
uν(R)

R5/2
· Yν(Ω), (6.8)

where ν = 0 for L = 0, and ν = ρ, λ for L = 1 29, è íîâóþ ïåðåìåííóþ

x =
√
µ0R =

(∑
i

µ1 µ2

M
r2

12 +
µ2 µ3

M
r2

23 +
µ3 µ1

M
r2

31

)1/2

, (6.9)

êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò µo. Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (6.8) â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ
Ψν(R,Ω) è óñðåäíÿÿ ïîòåíöèàë V = VY + VC ïî 6-ìåðíîé ñôåðå Ω ñ âåñîì |Yν |2, ïîëó-
÷àåì 1-ìåðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ uν(x)

d2uν(x)

dx2
+ 2

(
E0 −

(K + 3
2
)(K + 5

2
)

2x2
− V ν

Y (x) − V ν
C (x)

)
uν(x) = 0, (6.10)

ãäå

V ν
Y (x) =

∫
|Yν (θ, χ)|2 VY(r1, r2, r3) dΩ = σ bν x, (6.11)

and

V ν
Coulomb(x) = − 2

3

∫
|Yν (θ, χ)|2

∑
i< j

αB(rij)

rij
dΩ = − 2

3

aνB(x)

x
. (6.12)

Êîíñòàíòû bν â óðàâíåíèè (6.11) îïðåäåëÿþòñÿ 2-ìåðíûì èíòåãðàëîì â ïëîñêîñòè
(θ, cosϕ = ρ̂ λ̂). ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ âûïèñàíû â Ïðèëîæåíèè
ðàáîòû Ref. [?]. Ôóíêöèè aνB(x) èìåþò âèä

aνB(x) =
∑
i<j

√
µij

∫
αB

(
x sin θ
√
µij

)
dων
sin θ

, (6.13)

ãäå

dω0 =
16

π
sin2 θ cos2 θ dθ, (6.14)

and

dωρ =
32

π
sin4 θ cos2 θ dθ, dωλ =

32

π
sin2 θ cos4 θ dθ. (6.15)

29Â äàëüíåéøåì ìû îïóñêàåì ìàãíèòíûå èíäåêñû âåêòîðíûõ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê.
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Òàáëèöà 8: Âåëè÷èíû αB(∞) äëÿ ðàçíè÷íûõ çíà÷åíèé ΛV è mB. Âåëè÷èíû ΛV è mB

äàíû â åäèíèöàõ GeV.

ΛV 0.34 0.36 0.38

mB 0.95 1.00 1.05 0.95 1.00 1.05 0.95 1.00 1.05

αB(∞) 0.492 0.467 0.445 0.526 0.496 0.471 0.563 0.528 0.500

8 ×èñëåííûå ïðèìåðû

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå îïðåäåëåí ãàìèëüòîíèàí, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñïåêòðîâ áàðèîíîâ. Ýòîò ãàìèëüòîíèàí ñîäåðæèò 5 ïàðàìåòðîâ: áåãóùèå ìàññû mn

and ms
30, íàòÿæåíèå ñòðóíû σ, è äâà ïàðàìåòðà ΛV and mB âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèå

αB(q2) â óðàâíåíèè (6.29). Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñå ýòè ïàðàìåòðû íå ÿâëÿþòñÿ
ïîäãîíî÷íûìè. Â ïðèâåäåííûõ íèæå Òàáëèöàõ èñïîëüçîâàíî çíà÷åíèå σ = 0.15 GeV2

íàéäåííîå â ðåøåòî÷íûõ ÊÕÄ âû÷èñëåíèÿõ [?]. Ìû èñïîëüçóåì òîêîâóþ ìàññó ëåãêèõ
êâàðêîâ mu = md = 7 MeV è ãîëóþ ìàññó s−êâàðêà ms = 175 MeV îïðåäåëåííóþ
íåçàâèñèìî èç îïèñàíèÿ Ds ñïåêòðîâ. Ýòî çíà÷åíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ îöåíêîé ïîëó÷åííîé
èç ïðàâèë ñóìì ÊÕÄ ms (2 GeV)= (125 ± 40) MeV. Áîëåå íîâûå âû÷èñëåíèÿ äàþò
çíà÷åíèÿ ms (2 GeV)= (90± 10)MeV .31. Äëÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ ΛV and mB

â óðàâíåíèè (6.29) èñïîëüçóåì çíà÷åíèÿ

ΛV = (0.36± 0.02) GeV, mB = (1± 0.05) GeV. (6.16)

Ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ çàìîðàæèâàíèåì αB(r) íà âåëè÷èíå ∼ 0.5− 0.6, ñì. Òàáëèöó
8. Â ýòîé Òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ αB(r) äëÿ ΛV = 0.36 GeV è òðåõ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé mB. Îøèáêè â óðàâíåíèè èëëþñòðèðóþò(6.16) ÷óâñòâèòåëüíîñòü áàðèîííûõ
ìàññ îò ïàðàìåòðîâ. Îòìåòèì, ÷òî αB(r) óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ΛV è ÷òî, äëÿ ôèê-
ñèðîâíîãî çíà÷åíèÿ ΛV , αB(r) óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì mB.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ nnn, nns and snn áàðèîíîâ ñ L = 0. Â
Òàáëèöå 9 ïðèâåäåíû ìàññû ýòèõ áàðèîíîâ äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ΛV : 0.34,
0.36 è 0.38 GeV, è òðåõ çíà÷åíèé mB: 0.95, 1.00 and 1.05 GeV. Â òàáëèöå òàêæå óêàçàíâ
äèíàìè÷åñêèå ìàññû µi, íàéäåííûå èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà (6.15). Ðåçóëüòàòû òàáëèöû
ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàññû áàðèîíîâ óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì ΛV è, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ΛV

óìåíüøàþòñÿ, êîãäà mB óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòà çàâèñèìîñòü íå ÿâëÿåòñÿ óäèâèòåëüíîé:
ýôôåêò ëåãêî ìîæåò áûòü ñ÷èòàí èç ðåçóëüòàòîâ Òàáëèöû 8. Óâåëè÷åíèå ΛV ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì mB è óìåíüøåíèå mB ïðè ôèêñèðîâàííîì for ΛV ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ
áåãóùåé êîíñòàíòû αB(r) è, ñëåäîâàòåëüíî, ê óìåíüøåíèþ òåîðåòè÷åñêîãî çí÷åíèÿ
ìàññû áàðèîíà.

30Íàïîìíèì, ÷òî mn îçíà÷àåò îáùóþ ìàññó u è d êâàðêîâ
31Íàïîìíèì, ÷òî â íàø ãàìèëüòîíèàí òîêîâàÿ ìàññà ms âõîäèò ïðè ãîðàçäî ìåíüøåé ñêàëå
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Òàáëèöà 9: Ìàññû nnn, nns and ssn áàðèîíîâ ñ L = 0. Çíà÷åíèÿ ΛV è mB ïðèâåäåíû
â åäèíèöàõ GeV.

nnn nns ssn

ΛV mB µ1 µ3 MB µ1 µ3 MB µ1 µ3 MB

340 1050 407 407 1209 412 452 1297 457 417 1383
1000 409 409 1201 414 453 1288 458 419 1373
950 410 410 1190 415 455 1277 460 421 1363

360 1050 409 409 1197 415 454 1286 459 420 1371
1000 411 411 1187 417 456 1276 461 422 1360
950 414 414 1177 419 458 1263 463 424 1347

380 1050 412 412 1186 418 457 1274 462 423 1358
1000 414 414 1174 420 459 1252 464 425 1345
950 417 417 1161 422 461 1246 466 428 1330

Âàðüèðóÿ ïàðàìåòðû ΛV è mB, ìû ïîëó÷àåì áàðèîííûå ìàññû â èíòåðâàëå 1161 �
1209 MeV (nnn), 1246 � 1297 MeV (nns), and 1330 � 1383 MeV (ssn). Ðàçëè÷èå ìàññ ñâÿçà-
íî ãëàâíûì îáðàçîì ñ ïîâåäåíèåì áåãóùåé êîíñòàíòû ñâÿçè â îáëàñòè ïðîìåæóòî÷íûõ
èìïóëüñîâ.

Ïîó÷èòåëüíî ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå èç âû÷èñëåíèé ñ áåãóùåé êîíñòàí-
òîé ñâÿçè (ÊÑÑ) ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ çàìîðîæåííîé êîíñòàíòû (FÑÑ)

α
(0)
s = 0.39 [?]. Ýòî ñðàâíåíèå ïîêàçàíî â òàáëèöå 10 äS� and P�áàðèîíîâ äëÿ ÷àñò-

íîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ΛV = (0.36 ± 0.02) GeV è mB = 1 GeV. Â ýòîé òàáëèöó ìû
ñðàâíèâàåì äèíàìè÷åñêèå ìàññû µi è áàðèîííûå ìàññû M0 + C â óðàâíåíèè (6.13).
Âåëè÷èíû, ïðèâåäåííûå â ñòðî÷êå RCC, áûëè ïîëó÷åíû äëÿ mB = 1.00 GeV, öåí-
òðàëüíûå ðåçóëüòàòû îòâå÷àþò ΛV = 0.36 GeV, âåðõíåå çíà÷åíèå îòâå÷àåò ΛV = 0.34
GeV, íèæíåå çíà÷åíèå îòâå÷àåò ΛV = 0.38 GeV.

Èç ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 10, âèäíî ÷òî ìàññû áàðèîííûõ
S�ñîñòîÿíèé, ïîëó÷åííûå äëÿ RCC, ñîãëàñóþòñÿ ñ ìàññàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ
FCC,ñîãëàñóþòñÿ äðóã ñ äðóãîì è â ïðåäåëàõ îøèáîê õîòÿ äëÿ öåíòðàëüíûõ çíà÷å-
íèé nnn, nns and ssn ñîñòîÿíèé ìàññû íà 20 MeV ìåíüøå. Äëÿ P�âîëíîâûõ áàðèî-
íîâ öåíòðàëüíûå çíà÷åíèÿ ρ âîçáóæäåíèé, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè RCC íà 20
MeV ìåíüøå öåíòðàëüíûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì FCC α

(0)
s = 0.39,
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Òàáëèöà 10: Ñðàâíåíèå M0 + C in Eq. (6.13)á âû÷èñëåííõ ñ èñïîëüçîâàíèåì RCC
αB(r) áåç ñòðóííûõ ïîïðàâîê ñ àíàëîãè÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì FCC
αs = 0.39 from Ref. [?]. Âåëè÷èíû ïîêàçàííûå â ñòðî÷êå RCC áûëè âû÷èñëåíû äëÿ
ïàðàìåðîâ ΛV = 360 MeV, mB = 1000 MeV, âåðõíÿÿ ïðèâåäåííàÿ îøèáêà îòâå÷àåò
ΛV = 340 MeV, íèæíÿÿ îøèáêà îòâå÷àåòΛV = 380 MeV. Ìàññû áàðèîíîâ è äèíàìè-
÷åñêèå ìàññû µi äàíû â åäèíèöàõ MeV.

nnn nns ssn

L µ1 µ3 M0 + C µ1 µ3 M0 + C µ1 µ3 M0 + C

RCC 0 411+6
−4 411+6

−4 1187+22
−26 417+5

−5 456+5
−4 1276+22

−30 461+5
−5 422+6

−5 1360+23
−30

FCC 408 408 1209 414 453 1298 458 419 1384

RCC 1ρ 454+2
−2 454+2

−2 1695+9
−10 477+2

−2 460+2
−2 1774+9

−10 516+4
−2 424+3

−2 1832+9
−10

FCC 457 457 1674 482 459 1751 520 424 1810

RCC 1λ 469+4
−3 469+4

−3 1625+13
−15 456+2

−4 540+2
−3 1687+13

−15 496+3
−3 513+3

−3 1771+14
−15

FCC 457 457 1674 441 534 1738 483 506 1827

â òî âðåìÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèå öåíòðàëüíûå çíà÷åíèÿ λ âîçáóæäåíèé ìåíüøå íà 50
MeV. Îòìåòèì, ÷òî ââåäåíèå RCC óñòðàíÿåò âûðîæäåíèå ρ è λ�âîçáóæäåíèé äëÿ nnn
ñîñòîÿíèé, íàéäåííóþ ðàíåå äëÿ FCC [?].

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñòðóííóþ ïîïðàâêó äëÿ îðáèòàëüíûõ âîçáóæäåíèé. Íåïîñðåä-
ñòâåííîå âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â óðàâíåíèè (6.33) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó
ðåçóëüòàòó [?]

∆Mρ
string = − 64σ

45π
· 1

µ3/2

√
1 + κ

2 + κ
γρ, (6.17)

∆Mλ
string = −64σ

45π
· κ

µ3/2(2 + κ)3/2

(
1

κ5/2
+ 2
√

1 + κ

)
γλ, (6.18)

ãäå µ1 = µ2 = µ, κ = µ3/µ,

γν =

∞∫
0

u2
ν(x)

x
dx, ν = ρ, λ, (6.19)
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è âîëíîâûå ôóíêöèè uν(x) íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó.
Âåëè÷èíû γν â óðàâíåíèè (6.19), êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñòðóííûå ïîïðàâêè ïðàêòè-

÷åñêè íå çàâèñÿò îò áàðèîííîãî ôëåéâîðà è òèïà P âîëíîâîãî âîçáóæäåíèÿ. Íàïðèìåð,
äëÿ ΛV = 0.36 GeV è mB = 1 GeV ìû ïîëó÷àåì (â åäèíèöàõ GeV1/2)

γρ = 0.328 (nnn), γρ = 0.326 (nns), γρ = 0.325 (ssn),

è
γλ = 0.333 (nnn), γλ = 0.332 (nns), γλ = 0.331 (ssn).

Ìàññû P�âîëíîâûõ âîçáóæäåíèé nnn, nns è ssn áàðèîíîâ ñ ó÷åòîì ñòðóííîé ïî-
ïðàâêè ïîêàçàíû â Òàáëèöå 11. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòðóí-
íûå ïîïðàâêè, êàê è âåëè÷èíû γν â óðàâíåíèè (6.19), ñëàáî çàâèñÿò îò ôëåéâîðà áà-
ðèîíîâ è òèïà âîçáóæäåíèé. Ó÷åò ýòèõ ïîïðàâîê ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïðåäñêà-
çûâàåìîãî óìåíüøåíèþ ìàññ âñåõ ðàññìîòðåííûõ áàðèîíîâ íà îäíî è òî æå çíà÷åíèå
∼ 50− 60 MeV (ñì. 6-é ñòîëáåö Òàáëèöû 11).

Â öåëîì ìû ïîëó÷àåì ðàçóìíîå ñîãëàñèå ñ äàíísìè PDG, îñîáåííî åñëè ïðèíÿòü
âî âíèìàíèå, ÷òî â íàøåì àíàëèçå ìû ïðåíåáðåãàåì ïîïðàâêàìè, ñâÿçàííûìè ñî ñïè-
íîâûì âçàèìîäåéñòâèåì. Íàïðèìåð, äëÿ L = 0 ìû ïîëó÷àåì 1

4
(Λ + Σ + 2 Σ∗)theory =

1276+23
−30 MeV, ãäå óêàçàííûå îøèáêè îòâå÷àþò âàðèàöèè ìàññ ãèïåðîíîâ ïðè èçìåíåíèè

ïàðàìåòðîâ ΛV è mB â óêàçàííûõ ïðåäåëàõ 1
4
(Λ + Σ + 2 Σ∗)exp = 1267 MeV. Äëÿ Ξ,

ïîëó÷àåì Ξtheory = 1360+23
−30 MeV, â òî âðåìÿ êàê Ξexp = 1315 MeV. Îäíàêî, äëÿ íóêëîíà

1
2

(N + ∆)theory = 1187+22
−21 MeV, ÷òî ïðèìåðíî íà 100 MeV áîëüøå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî

çíà÷åíèÿ 1
2

(N + ∆)exp = 1085 MeV. Ðàçíèöó ìîæíî ïðèïèñàòü ýôôåêòàì çàâèñÿ-
ùèõ îò ñïèíà êâàðê-êâàðêîâûõ ñèë, âîçíèêàþùèõ èç ãëþîííîãî îáìåíà â ÊÕÄ [?]
èëè 1-áîçîííîãî îáìåíà, êîòîðûìè â äàííîì ïîäõîäå ïðåíåáðåãàëîñü 32. Äðóãîé èñòî÷-
íèê ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è òåîðåòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè îáóñëîâëåí
ñèñòåìàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ, ñâÿçàííîé èñïîëüçîâàíèåì ôîðìàëèçìà ÂÏ, êîòîðàÿ
ìàêñèìàëüíà äëÿ S�âîëíîâûõ nnn ñîñòîÿíèé [41]. Ôèçè÷åñêèå P -ñîñòîÿíèÿ íå ÿâëÿ-
þòñÿ ÷èñòûìè ρ− èëè λ− âîçáóæäåíèÿìè, íî ïðåäñòàâëÿþò ëèíåéíûå ñóïåðïîçèöèè
ýòèõ äâóõ ñîñòîÿíèé ñ çàäàííûì ïîëíûì ìîìåíòîì J . Îäíàêî, áîëüøèíñòâî ôèçè÷å-
ñêèõ ñîñòîÿíèé èìåþò ìàññó, áëèçêóþ ê ìàññ ÷èñòûõ ρ or λ ñîñòîÿíèé [?]. Íàïðèìåð

ìàññû For N(1535) è N(1520) ðåçîíàíñîâ ñ JP = 1
2

−
è JP = 3

2

−
, ñîîòâåòñòâåííî, õîðîøî

ñîãëàñóþòñÿ ñ ìàññîé λ�âîçáóæäåíèÿ nnn áàðèîíà â Òàáëèöå 11: Mλ(nnn) = 1567+13
−14

MeV. Ìàññû Σ(1620) è Σ(1670) ñîñòîÿíèé ñ JP = 1
2

−
è JP = 3

2

−
, ñîîòâåòñòâåííî,

õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ìàññîé λ�âîçáóæäåíèÿ nns áàðèîíà: Mλ(nns) = 1636+13
−15 MeV.

Ìàññû ρ�âîçáóæäåíèé, êîòîðûå P�ñîñòîÿíèÿì ëåãêèõ äèêâàðêîâ ëåæàò íà 60 - 80 MeV
âûøå.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòà äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé â Ξ êà-
íàëå, Mλ(ssn) = 1720+14

−15 MeV ñ äðóãèìè òåîðåòè÷åñêèìè ïðåäñêàçàíèÿìè äëÿ ýòîãî
ñîñòîÿíèÿ è ðåçóëüòàò èç PDG ïðåäñòàâëåíû â Òàáëèöå 13.

32Çàìåòèì, ÷òî ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ 1-áîçîííûì îáìåíîì áîëåå ñóùåñòâåííû äëÿ áàðèîíîâ, ñîäåð-
æàùèõ ñêàëÿðíûå nn äèêâàðêè (N and Λ) è ìíîãî ìåíüøå ñóùåñòâåííû äëÿ áàðèîíîâ, ñîäåðæàùèõ
àêñèàëüíûå äèêâàðêè (∆ and Σ).
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9 Ïðèëîæåíèå. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ

Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

x2 d
2zl(x)

dx2
+ 2x

dzl
dx

+ [x2 − l(l + 1)] = 0 (7.1)

ñ öåëûì l ÿâëÿþòñÿ ñôåðè÷åñêèå ôóíêöìì Áåññåëÿ

jl(x) =

√
π

2x
Jl+1/2(x), (7.2)

ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Íåéìàíà

nl(x) = −
√

π

2x
Nl+1/2(x) = (−)lj−l−1(x), (7.3)

è ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Ãàíêåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

h
(+)
l (x) = i

√
π

2x
H

(1)
l+1/2(x) = i[jl(x)− inl(x)], (7.4)

h
(−)
l (x) = −i

√
π

2x
H

(2)
l+1/2(x) = −i[jl(x) + inl(x)]. (7.5)

Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Ãàíêåëÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

h
(+)
l (x) = C+

l

eix

x
, h

(−)
l (x) = C−l

e−ix

x
, (7.6)

ãäå

C±l = (∓i)l
l∑

k=0

1

2kk!

(l + k)!

(l − k)!
(∓ix)−k. (7.7)

Ïðâåäåì ÿâíûé âèä ïåðâûõ äâóõ ôóíêöèé Ãàíêåëÿ (l=0,1)

h
(±)
0 =

e±ix

x
, h

(±)
1 = (∓i+

1

x
)
e±ix

x
. (7.8)

Ðàçðåøèâ (7.4) è (7.5) îòíîñèòåëüíî jl(x) è nl(x), ïîëó÷èì

jl(x) =
1

2i
[h

(+)
l (x)− h(−)

l (x)], nl(x) =
1

2
[h

(+)
l (x) + h

(−)
l (x)], (7.9)

Ïåðâûå äâå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ è Íåéìàíà èìåþò âèä, ñîîòâåòcòâåííî,

j0(x) =
sin(x)

x
, j1(x) =

sin(x)

x2
− cos(x)

x
, (7.10)
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n0(x) =
cos(x)

x
, n1(x) =

cos(x)

x2
+

sin(x)

x
. (7.11)

Äëÿ ìàëûõ x

jl(x) ∼ xl

(2l + 1)!!
, nl(x) ∼ (2l − 1)!!

x(l+1)
. (7.12)

ãäå (2l+1)!! = 1×3× ...×(2l+1). Àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ïðè x→∞

jl(x) ∼ 1

x
sin(x− 1

2
lπ), nl(x) ∼ − 1

x
cos(x− 1

2
lπ) (7.13)
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Òàáëèöà 11: Ìàññû ρ è λ áàðèîííûõ P - âîëíîâûõ âîçáóæäåíèé äëÿ mB = 1000 MeV
ñ ó÷åòîì ñòðóííûõ ïîïðàâîê (6.17), (6.18). Ìàññû áàðèîíîâ, ñòðóííûå ïîïðàâêè è
äèíàâè÷åñêèå ìàññû êîíñòèòþýíòíûõ êâàðêîâ µi äàíû â åäèíèöàõ MeV.

Baryon Excitation ΛV µ1 = µ2 µ3 M0 + C ∆Mstring MB

nnn 1ρ 340 452 452 1704 -60 1644
360 454 454 1695 -59 1636
380 456 456 1685 -59 1626

1λ 340 466 466 1638 -58 1580
360 469 469 1625 -58 1567
380 471 471 1610 -57 1553

nns 1ρ 340 475 458 1783 -55 1728
360 477 460 1774 -55 1719
380 479 462 1764 -55 1709

nns 1λ 340 452 537 1700 -51 1649
360 455 540 1687 -51 1636
380 458 542 1672 -51 1621

ssq 1ρ 0.34 514 422 1841 -48 1793
0.36 516 424 1832 -48 1784
0.38 518 427 1822 -48 1774

1λ 0.34 493 510 1785 -51 1734
0.36 496 513 1771 -51 1720
0.38 499 516 1756 -51 1705
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Òàáëèöà 12: Low-lying Ξ spectrum of spin L = 1 predicted by the nonrelativistic quark
models of Chao, Isgur and Karl [?] and of Pervin and Roberts [?], the relativized quark
model of Capstick and Isgur [?], the Glozman-Riska model [?], the large Nc analysis [?],
the algebraic model [?], QCD sum rules [?], and the Skyrme model [?]. The question mark
in the last column means that the JP quantum numbers are not identi�ed by PDG. The
masses are given in MeV.

State [?] [?] [?] [?] [?] [?] [?] [?] This work PDG

Ξ(1
2

−
) 1785 1725 1755 1758 1780 1869 1550 1660 1720+14

−15 Ξ(1690) ?

Ξ(3
2

−
) 1800 1759 1785 1758 1815 1828 1840 1820 1720+14

−15 Ξ(1820)

Òàáëèöà 13: Low-lying Ξ spectrum of spin L = 1 predicted by the nonrelativistic quark
models of Chao, Isgur and Karl [?] and of Pervin and Roberts [?], the relativized quark
model of Capstick and Isgur [?], the Glozman-Riska model [?], the large Nc analysis [?],
the algebraic model [?], QCD sum rules [?], and the Skyrme model [?]. The question mark
in the last column means that the JP quantum numbers are not identi�ed by PDG. The
masses are given in MeV.

State [?] [?] [?] [?] [?] [?] [?] [?] This work PDG

Ξ(1
2

−
) 1785 1725 1755 1758 1780 1869 1550 1660 1720+14

−15 Ξ(1690) ?

Ξ(3
2

−
) 1800 1759 1785 1758 1815 1828 1840 1820 1720+14

−15 Ξ(1820)

Òàáëèöà 14: Ìàññû b-áàðèîíîâ, îáíàðóæåííûõ CDF è DO êîëëàáîðàöèÿìè

Σ+
b 58082.0

−2.3(stat.)± 1.7(syst.)
Σ−b 58161.0

−1.0(stat.)± 1.7(syst.)
Σ−∗b 5837+2.1

−1.9(stat.)± 1.7(syst.)

87


