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Аннотация. В данной статье для схемы стохастического разностного уравнения –
схемы авторегрессии первого порядка со случайными коэффициентами – приводится при-
мер условий на коэффициенты, обеспечивающих наличие нетривиального стационарного
распределения процесса авторегрессии, в качестве которого выступает распределение Ла-
пласа (двойное экспоненциальное). Доказана устойчивость такого стационарного режима:
малые отклонения распределения стартовой случайной величины от распределения Ла-
пласа гарантируют еще меньшие отклонения распределений всех последующих членов
последовательности от распределения Лапласа. Рассмотрены как одномерный, так и мно-
гомерный случай.
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1 Введение
Стохастические дифференциальные уравнения или их “допредельные” дискретные ана-
логи – стохастические разностные уравнения – применяются в качестве моделей наблю-
даемых процессов во многих областях. В частности в работах [1, 2] при анализе потоков
тепла между атмосферой и океаном была использована модель стохастических диффе-
ренциальных уравнений с неизвестными случайными коэффициентами. При этом были
предложены оригинальные методы оценки (реконструкции) неизвестных случайных ко-
эффициентов этих уравнений по наблюдаемым данным. В этих работах отмечено, что
в системе океан-атмосфера тепловые потоки играют ключевую роль, так что их коли-
чественные оценки чрезвычайно важны для анализа и прогноза погоды и климата. При
этом потоки тепла не замкнуты в том смысле, что их поведение в точке и даже в ограни-
ченной области не дает возможность достоверно оценить и предсказать их изменчивость
во всей области на разумный период времени. Поэтому важно получить (оценить, ре-
конструировать) их вероятностные распределения, чтобы на их основе проанализировать
наблюдаемую изменчивость по имеющимся базам данных и дать вероятностный прогноз
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на более-менее длительный период с оценкой его достоверности. Для этого требуется опре-
делить распределение характеристик, задаваемых стохастическими дифференциальными
или разностными уравнениями, что аналитически сделать невозможно, если это уравнение
нелинейно, а в линейном случае это представляет собой непростую и весьма громоздкую
математическую задачу. Важно также понять, какие физические условия управляют по-
ведением потоков тепла, чтобы на основе этих условий сформулировать адекватную мате-
матическую модель и дать математически корректное, физически разумное и проверяемое
на наблюдениях решение.

В данной статье для схемы стохастического разностного уравнения – схемы авторе-
грессии первого порядка со случайными коэффициентами – рассматривается метод опре-
деления и расчета предельного распределения изучаемой характеристики. При этом боль-
шой интерес представляет описание стационарного режима (распределения вероятностей)
процесса авторегрессии, в частности, описание условий на коэффициенты, при которых
такое распределение существует. Среди возможных комплексов условий существования
стационарного распределения особый интерес представляют такие, которые порождают
стационарные распределения с максимальной энтропией. Например, нормальное (гауссо-
во) распределение максимизирует энтропию в классе распределений, носителем которых
является все множество Rd вещественных чисел, и имеющих конечный второй момент.
Еще одним примером распределения с максимальной энтропией является распределение
Лапласа, задаваемое плотностью

λ(x) =
1

2
e−|x|, x ∈ R. (1)

Плотности (1) соответствует функция распределения

Λ(x) =


1
2
e−|x|, x < 0,

1− 1
2
e−x, x > 0.

(2)

Это распределение обладает максимальной энтропией в классе всех абсолютно непрерыв-
ных распределений, носителем которых является вся вещественная прямая, с нулевым ма-
тематическим ожиданием и конечным абсолютным моментом первого порядка, а также
в классе масштабных смесей абсолютно непрерывных распределений, носителем которых
является вся вещественная прямая, с нулевым математическим ожиданием и конечной
дисперсией, а смешивающее распределение имеет в качестве носителя всю неотрицатель-
ную полуось и конечное математическое ожидание (см. [18]). Наличие экстремальных эн-
тропийных свойств у распределений означает, что они соответствуют установившимся
физическим процессам, например, стационарности в геофизике.

В данной статье рассматривается последовательность случайных величин {Zn}n>1, где
Z1 – некоторая случайная величина, а для n > 1 величины Zn связаны рекуррентным
соотношением (стохастическим разностным уравнением)

Zn+1 = Zn + αn+1(Zn) + βn+1(Zn) ◦Xn+1, n = 1, 2, . . . , (3)

где αn : R → R – вещественная функция, βn : R → R+ – положительная функция для
каждого n ∈ N, а X,X1, X2, . . . – независимые случайные величины, имеющие одинаковое
стандартное нормальное распределение. Символ ◦ обозначает произведение независимых
случайных величин. Подобные последовательности объекты рассматривались, например,
в работах [3, 4, 5]. В указанных работах при весьма жестких условиях исследовались

2



вопросы существования и единственности последовательностей, удовлетворяющих (3), и
наличие у этих решений марковского свойства. Мы же сосредоточимся на обсуждении
некоторых условий существования нетривиального стационарного распределения для по-
следовательности (3).

Тривиальный пример существования стационарного распределения таков. Пусть γ ∈
(0, 1). Предположим, что случайная величина Z1 имеет стандартное нормальное распре-
деление, αn(u) = (γ − 1)u и βn(u) ≡

√
1− γ2, u ∈ R, n = 2, 3, . . . Тогда, как легко видеть,

стационарным распределением последовательности {Zn} будет стандартное нормальное.
Ниже будет показано, что возможен и нетривиальный набор условий, при которых

стационарным распределением последовательности {Zn} будет распределение Лапласа.
Соотношение (3) представляет собой частный случай процесса авторегрессии первого по-
рядка со случайными коэффициентами. В недавней статье [6] замечено, что такие процес-
сы могут успешно описывать часто наблюдаемое явление “аномальной диффузии”, когда
вроде бы есть все предпосылки того, чтобы наблюдаемый временной ряд представлял со-
бой броуновское движение, но распределения реально наблюдаемых приращений имеют
более тяжелые хвосты, нежели имеющиеся у нормального (гауссова) закона, но убываю-
щие не степенны́м образом, как у “чисто аномальной диффузии” (обусловленной отсут-
ствием вторых моментов инкрементов), а экспоненциально, как у распределения Лапласа
[7, 8, 9, 10, 11]. Поэтому исследование моделей процессов, обосновывающих наличие не-
гауссовых распределений (в частности, лапласовских) у приращений наблюдаемых про-
цессов наряду с практическим (физическим) представляет несомненный теоретический
интерес.

Не ограничивая общность, будем считать, что все случайные величины и случайные
векторы, участвующие в приводимых ниже построениях, определены на одном вероят-
ностном пространстве (Ω, A, P). Математическое ожидание по отношению к вероятност-
ной мере P будем обозначать E.

Стандартную нормальную функцию распределения обозначим Φ(x),

Φ(x) =

x∫
−∞

φ(y)dy, φ(x) =
1√
2π

e−x2/2, x ∈ R.

Пусть L – случайная величина, имеющая распределение Лапласа с плотностью λ(x) (см.
(1)). Несложно видеть, что EL = 0, DL = 2 и |L| d

= E, где E – случайная величина с
показательным распределением, соответствующим плотности p(x) = e−x, x > 0. Несложно
убедиться в справедливости представления

L
d
= X ◦

√
2|L|, (4)

где символ ◦ обозначает произведение независимых случайных величин (см., например,
[12]. В терминах плотностей, соотношение (4) имеет вид

λ(x)
def
=

1

2
e−|x| =

∞∫
0

1√
2z

φ
( x√

2z

)
e−zdz =

1

2
√
π

∞∫
0

1√
z
exp

{
− x2

4z

}
e−zdz, x ∈ R. (5)
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2 Условия существования стационарного распределе-
ния процесса авторегрессии первого порядка со слу-
чайными коэффициентами в одномерном случае

Обозначим Pn(x) = P(Zn < x). Тогда из (3) вытекает, что

Pn+1(x) =

∞∫
−∞

Φ
(x− u− αn+1(u)

βn+1(u)

)
dPn(u) (6)

Лемма 1. Пусть β(u) > 0 – некоторая функция. Справедливо неравенство

sup
x

∣∣∣∣Pn+1(x)−
+∞∫

−∞

Φ
( x

β(u)

)
dPn(u)

∣∣∣∣ 6
6 1√

2π
E
|αn+1(Zn) + Zn|

β(Zn)
+

1√
2πe

E
∣∣∣max

{βn+1(Zn)

β(Zn)
,

β(Zn)

βn+1(Zn)

}
− 1

∣∣∣}. (7)

Доказательство. Несложно видеть, что

∣∣∣∣Pn+1(x)−
+∞∫

−∞

Φ
( x

β(u)

)
dPn(u)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
∞∫

−∞

Φ
(x− u− αn+1(u)

βn+1(u)

)
dPn(u)−

+∞∫
−∞

Φ
( x

β(u)

)
dPn(u)

∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣
∞∫

−∞

Φ
(x− u− αn+1(u)

βn+1(u)

)
dPn(u)−

+∞∫
−∞

Φ
(x− u− αn+1(u)

β(u)

)
dPn(u)

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣
∞∫

−∞

Φ
(x− u− αn+1(u)

β(u)

)
dPn(u)−

+∞∫
−∞

Φ
( x

β(u)

)
dPn(u)

∣∣∣∣ def
= I1 + I2. (8)

Обозначим y = y(x, u) = x−u−αn+1(u). С помощью неравенства (3.3) в книге [13] (с. 143)
получаем

I1 6
∞∫

−∞

∣∣∣Φ( y

βn+1(u)

)
− Φ

( y

β(u)

)∣∣∣dPn(u) 6

6 1√
2πe

∞∫
−∞

∣∣∣max
{βn+1(u)

β(u)
,

β(u)

βn+1(u)

}
− 1

∣∣∣dPn(u) =

=
1√
2πe

E
∣∣∣max

{βn+1(Zn)

β(Zn)
,

β(Zn)

βn+1(Zn)

}
− 1

∣∣∣. (9)
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Рассмотрим I2. С помощью неравенства (3.4) в книге [13] (с. 143) получаем

I2 6
1√
2π

∞∫
−∞

|αn+1(u) + u|
β(u)

dPn(u) =
1√
2π

E
|αn+1(Zn) + Zn|

β(Zn)
. (10)

Теперь утверждение леммы следует из (9), (10) и (8). Лемма доказана.
Замечание 1. Из доказательства Леммы 1 вытекает, что справедлива более грубая

оценка

sup
x

∣∣∣∣Pn+1(x)−
+∞∫

−∞

Φ
( x

β(u)

)
dPn(u)

∣∣∣∣ 6
6 1√

2π
sup
u

|αn+1(u) + u|
β(u)

+
1√
2πe

sup
u

∣∣∣max
{βn+1(u)

β(u)
,

β(u)

βn+1(u)

}
− 1

∣∣∣. (11)

Эта оценка является менее устойчивой по отношению к поведению хвостов распределе-
ний случайных величин Zn, приписывая одинаковую важность всем возможным значе-
ниям этих случайных величин независимо от их вероятностей (сколь бы малыми эти
вероятности ни были).

Хотя оценка, приведенная в Замечании 1 является более грубой, нежели оценка, при-
веденная в Лемме 1, она поясняет “физический” смысл следующих условий.

В качестве β(u), фигурирующей в Лемме 1, рассмотрим функцию β(u) =
√

2|u| и
предположим, что

lim
n→∞

E
|αn+1(Zn) + Zn|√

2|Zn|
= 0 (12)

и

lim
n→∞

E
∣∣∣max

{βn+1(Zn)√
2|Zn|

,

√
2|Zn|

βn+1(Zn)

}
− 1

∣∣∣ = 0. (13)

Очевидно, что условия (12) и (13) вытекают из более сильных условий

lim
n→∞

sup
u∈R

|αn(u) + u|√
2|u|

= 0 (14)

и

lim
n→∞

sup
u∈R

∣∣∣max
{ βn(u)√

2|u|
,

√
2|u|

βn(u)

}
− 1

∣∣∣ = 0. (15)

Замечание 2. Очевидно, что если условие (13) выполнено, то условие (12) эквива-
лентно условию

lim
n→∞

E
|αn+1(Zn) + Zn|

βn+1(Zn)
= 0, (16)

которое, естественно, вытекает из более сильного условия

lim
n→∞

sup
u∈R

|αn(u) + u|
βn(u)

= 0. (17)

Теорема 1. Предположим, что для каждого x ∈ R существует предел

P∞(x) = lim
n→∞

Pn(x) (18)
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и выполнены условия (12) и (13). Тогда распределение Лапласа с плотностью (1) явля-
ется стационарным распределением последовательности (3).

Доказательство. Из условий (12), (13) и Леммы 1 с β(u) ≡
√
2|u| вытекает, что

P∞(x) =

∞∫
−∞

Φ
( x√

2|u|

)
dP∞(u). (19)

Пусть Y – случайная величина с функцией распределения P∞(x). Тогда (19) можно пере-
писать в следующем виде:

Y
d
= X ◦

√
2|Y |. (20)

Сравнив (20) и (4) заключаем, что распределение Лапласа с плотностью (1) удовлетворяет
уравнению (19). Таким образом, если выполнены условия (12) и (13) (или (16) и (13)), то
одним из решений уравнения (19) является функция распределения

P∞(x) ≡ Λ(x)

(см. (2)). Теорема доказана.
Нелишне еще раз отметить, что нормальное распределение имеет максимальную эн-

тропию среди всех распределений, носителем которых является все Rd, имеющих конеч-
ный второй момент, а показательное распределение имеет максимальную энтропию среди
всех распределений, носителем которых является R+, имеющих конечное математическое
ожидание.

Обозначим
∆n = sup

x
|Pn(x)− Λ(x)|,

δn =
1√
2π

sup
u∈R

|αn(u) + u|√
2|u|

+
1√
2πe

sup
u∈R

∣∣∣max
{ βn(u)√

2|u|
,

√
2|u|

βn(u)

}
− 1

∣∣∣.
Теорема 2. Для любого n ∈ N справедливо неравенство

∆n+1 6 δn+1 +∆n. (21)

Доказательство. Для u ∈ R и n ∈ N обозначим an(u) = u + αn(u). При каждом
x ∈ R имеем

|Pn+1(x)− Λ(x)| =
∣∣∣∣

∞∫
−∞

Φ
(x− an+1(u)

βn+1(u)

)
dPn(u)−

∞∫
−∞

Φ
( x√

2|u|

)
dΛ(u)

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣
∞∫

−∞

Φ
(x− an+1(u)

βn+1(u)

)
dPn(u)−

∞∫
−∞

Φ
( x√

2|u|

)
dPn(u)+

+

∞∫
−∞

Φ
( x√

2|u|

)
dPn(u)−

∞∫
−∞

Φ
( x√

2|u|

)
dΛ(u)

∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣
∞∫

−∞

[
Φ
(x− an+1(u)

βn+1(u)

)
− Φ

( x√
2|u|

)]
dPn(u)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣
∞∫

−∞

Φ
( x√

2|u|

)
d
[
Pn(u)− Λ(u)

]∣∣∣∣ def
= I1 + I2.

6



Величину I1 оценим с помощью (11):

I1 6 δn+1. (22)

Величину I2 оценим, интегрируя по частям:

I2 6
∣∣∣∣Φ( x√

2|u|

)[
Pn(u)− Λ(u)

]∣∣∣∞
u=−∞

−
∞∫

−∞

[
Pn(u)− Λ(u)

]
duΦ

( x√
2|u|

)∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣
∞∫

−∞

[
Pn(u)− Λ(u)

]
duΦ

( x√
2|u|

)∣∣∣∣ 6 ∆n. (23)

Таким образом, из (22) и (23) вытекает неравенство (21). Теорема доказана.
Замечание 3. Предположим, что δn = 0 при всех n ∈ N. Тогда из Теоремы 2 вы-

текает, что ∆n 6 ∆1 при всех n ∈ N. Таким образом, при αn(u) ≡ −u и βn(u) ≡
√
2|u|

стационарный режим процесса Zn обладает устойчивостью: малые отклонения распре-
деления случайной величины Z1 от распределения Лапласа гарантируют малые откло-
нения распределения величины Zn от распределения Лапласа при любом n.

3 Физическая интерпретация условий стационарности
распределения Лапласа

Соотношение (19) по сути является уравнением Фредгольма. Теорема 1 устанавливает,
что распределения Лапласа (1) оказывается решением этого уранения. Это распределе-
ние, имеющее экстремальные энтропийные свойства (см. выше), имеет прозрачный фи-
зический смысл. А именно, оно возникает, когда происходит установление физических
характеристик или стационарность в геофизике. Условия, при которых такое установле-
ние происходит, физически состоятельны и легко проверяются, а именно, асимптотически
среднее значение процесса относительно достигнутого значения процесса на предыдущем
шаге равно нулю, то есть процесс «в среднем» не растет относительно тренда, более точ-
но, для любого фиксированного значения процесса, асимптотически по времени условное
среднее, нормированное корнем квадратным самого значения, стремится к нулю. Равно-
весие обычно фиксируется, когда суммарная кинетическая энергия течений в океане не
меняется во времени, или меняется в пределах заданного интервала. Это условие как раз
и выражено соотношениями (12) или (16). Эти условия могут считаться критерием дости-
жения динамического равновесия модели.

Одновременно дисперсия процесса также соответствует дисперсии (энергии) предыду-
щего значения, то есть энергия также не меняется.

4 Многомерный случай. Эллиптически контурирован-
ное многомерное распределение Лапласа

Пусть d ∈ N. В данном разделе мы будем рассматривать случайные векторы, прини-
мающие значения в d-мерном евклидовом пространстве Rd. Символ x будет обозначать
вектор-столбец x = (x1, . . . , xd)

⊤. Евклидова норма вектора x ∈ Rd будет обозначаться
∥x∥. Вектор, все координаты которого равны нулю, будет обозначаться 0.
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Пусть Σ – симметричная положительно определенная матрица размера d×d. Нормаль-
ное распределение на борелевской σ-алгебре B(Rd) с нулевым вектором математических
ожиданий и ковариационной матрицей Σ будет обозначаться Nd,Σ. Это распределение за-
дается его плотностью

φd,Σ(x) =
exp{−1

2
x⊤Σ−1x}

(2π)d/2|Σ|1/2
, x ∈ Rd.

Характеристическая функция fXd,Σ
(t) случайного вектора Xd,Σ = (X1, . . . , Xd)

⊤ такого,
что L(Xd,Σ) = Nd,Σ, имеет вид

fXd,Σ
(u) ≡ E exp{iu⊤Xd,Σ} = exp

{
− 1

2
u⊤Σu

}
, u ∈ Rd. (24)

Рассмотрим многомерный эллиптически контурированный аналог одномерного рас-
пределения Лапласа, проекция которого на любую прямую, проходящую через начало
координат, имеет одномерное распределение Лапласа. С этой целью формально перене-
сем свойство одномерного распределения Лапласа быть масштабной смесью нормальных
законов (1) на многомерный случай и назовем распределение d-мерного случайного век-
тора Ld,Σ = (L1, . . . , Ld)

⊤, определяемого соотношением

Ld,Σ =
√
2E ◦Xd,Σ, (25)

многомерным распределением Лапласа. Поскольку скалярные масштабные смеси много-
мерных нормальных законов являются эллиптически контурированными (см. [14, 15, 16]),
многомерное распределение Лапласа, определенное соотношением (25), эллиптически кон-
турировано.

Характеристическая функция hLd,Σ
(t) случайного вектора Ld,Σ, определяемого соот-

ношением (25), имеет вид

hLd,Σ
(t) =

1

1 + t⊤Σt
, t ∈ Rd.

Плотность λd,Σ(x) случайного вектора Ld,Σ принято записывать в виде

λd,Σ(x) =

(
x⊤Σ−1x

)(2−d)/4

(2π)d/2
√

|Σ|
K1−d/2

(√
x⊤Σ−1x

)
, (26)

где Kν(u) – модифицированная функция Бесселя третьего рода с индексом ν:

Kν(u) =
uν

2ν+1

∞∫
0

y−ν−1 exp
{
− y − u2

4y

}
dy, u > 0.

Можно убедиться, что при d = 1 плотность (26) совпадает с (1).
Условие (25) допускает следующую интерпретацию. Введенное таким образом много-

мерное распределение Лапласа соответствует многомерному броуновскому движению с
нулевым сносом и ковариационной матрицей Σ, рассматриваемому (остановленному) в
случайный момент времени, имеющий показательное (экспоненциальное) распределение.

Свойства многомерного распределения Лапласа (и его обобщений) описаны, например,
в работах [19, 20]. Нас особенно интересует следующее свойство линейных комбинаций
координат случайного вектора Ld,Σ = (L1, . . . , Ld)

⊤.
Лемма 2 [19, 20]. Для любого вектора a⊤ = (a1, a2, . . . , ad)

⊤ ∈ Rd случайная величина
La = a⊤Ld,Σ =

∑d
j=1 ajLj имеет распределение Лапласа с нулевым математическим

ожиданием и дисперсией σ2 = 2a⊤Σa.
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5 Многомерный случай. Условия существования стаци-
онарного распределения процесса авторегрессии пер-
вого порядка со случайными коэффициентами в мно-
гомерном случае

Пусть Z1 – произвольный случайный вектор. Рассмотрим последовательность случайных
векторов {Zn}n>1, задаваемую рекуррентным соотношением

Zn+1 = Zn + αn+1(Zn) + βn+1(Zn) ◦Xn+1, n = 1, 2, . . . , (27)

где {Xn}n>1 – последовательность независимых d-мерных случайных векторов, имеющих
одно и то же нормальное распределение Nd,Σ с нулевым вектором математических ожи-
даний и ковариационной матрицей Σ, αn+1(u) – вектор-функция, αn+1(u) : Rd −→ Rd,
βn+1(u) – положительная функция, βn+1(u) : Rd −→ R+.

Обозначим Pn(A) = P(Zn ∈ A), A ∈ B(Rd). Тогда из (22) вытекает, что для произволь-
ного множества A ∈ B(Rd) справедливо соотношение

Pn+1(A) =

∫
Rd

P
(
βn+1(u)Xn+1 + u+ αn+1(u) ∈ A

)
Pn(du) =

=

∫
Rd

Nd,Σ

(
(βn+1(u))−1(A− u− αn+1(u))

)
Pn(du). (28)

Пусть вектор a⊤ = (a1, a2, . . . , ad)
⊤ ∈ Rd таков, что

a⊤Σa = 1. (29)

Предположим, что

lim
n→∞

sup
u∈Rd

∥αn(u) + u∥√
2|a⊤u|

= 0 (30)

и

lim
n→∞

sup
u∈Rd

∣∣∣max
{ βn(u)√

2|a⊤u|
,

√
2|a⊤u|
βn(u)

}
− 1

∣∣∣ = 0. (31)

Замечание 4. Очевидно, что если условие (31) выполнено, то условие (30) эквива-
лентно условию

lim
n→∞

sup
u∈Rd

∥αn(u) + u∥
βn(u)

= 0. (32)

Теорема 3. Предположим, что для каждого A ∈ B(Rd) существует предел

P∞(A) = lim
n→∞

Pn(A)

и выполнены условия (30) и (31), причем вектор a удовлетворяет условию (29). Тогда
многомерное эллиптически контурированное распределение Лапласа с плотностью (26)
является стационарным распределением последовательности (27) в том смысле, что
если P∞(A) = P(Ld,Σ ∈ A), то

P∞(A) =

∫
Rd

P
(√

2|a⊤u|Xd,Σ ∈ A
)
P∞(du) =

∫
Rd

Nd,Σ

(
(2|a⊤u|)−1/2A

)
P∞(du) (33)
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для любого A ∈ B(Rd).
Доказательство. Пусть Y – случайный вектор с распределением P∞. Тогда правое

равенство (33) можно переписать в следующем виде:

Y d
= Xd,Σ ◦

√
2|a⊤Y|. (34)

Теперь заметим, что если случайный вектор Y имеет многомерное распределение Лапласа
(26), то есть Y d

= Ld,Σ, то все линейные комбинации его компонент, в том числе a⊤Ld,Σ,
имеют одномерное распределение Лапласа (см. Лемму 2). При этом из Леммы 2 и условия
(29) вытекает, что

Da⊤Ld,Σ = 2.

Стало быть, случайная величина |a⊤Ld,Σ| имеет стандартное показательное распределе-
ние, то есть |a⊤Ld,Σ|

d
= E. Поэтому в соответствии с определением (25) мы замечаем, что

произведение в правой части (34) имеет многомерное распределение Лапласа (26), сов-
падающее с распределением случайного вектора в левой части (34). Таким образом, если
выполнены условия (29), (30) и (31), то многомерное распределение Лапласа с плотностью
(26) является стационарным распределением последовательности {Zn}n>1, задаваемой ре-
куррентным соотношением (27). Теорема доказана.

6 Заключение
В данной работе приводится пример нетривиального предельного распределения случай-
ных последовательностей, задаваемых уравнением авторегрессии первого порядка со слу-
чайными коэффициентами. Такие модели часто используются в геофизике, финансовой
математике, технике и других областях. Хорошо известно, что возможным предельным
распределением является нормальное (гауссово) распределение, но другие распределения,
а тем более условия их существования не были известны.

В настоящей работе показано, что в указанной схеме как в одномерном случае, так и
в многомерной ситуации могут возникать и другие распределения, в частности распре-
деление Лапласа. Это новый результат, который имеет как теоретическое, так и чисто
практическое значение. С теоретической точки зрения приведенные в статье результаты
дают некоторые объяснение тому, как и почему предложенные в тексте условия приводят
к распределению Лапласа, и как будут вести себя распределения в предельном режиме
при различном выборе коэффициентов регрессии. Практически же предложенные распре-
деления могут помочь в оценках различных в том числе геофизических характеристик,
быть основой для критериев согласия при проверке статистических гипотез о существова-
нии предельного режима, оценки его параметров. Также следует отметить, что функция
распределения Лапласа непрерывна, но не имеет производной в точке x = 0, что фи-
зически может быть вполне оправдано, так как существует много природных явлений,
например фронты в океане и атмосфере, где на небольших пространственных масштабах
происходят резкие скачки физических характеристик. Такие процессы не описываются
гладкими функциями, поэтому предложенное распределение может помочь в адекватном
количественном описании и объяснении соответствующих процессов и явлений.

10



Список литературы
[1] Belyaev K.P., Gorshenin A.K., Korolev V.Yu., Osipova A.A. Comparison of statistical

approaches for reconstructing random coefficients in the problem of stochastic modeling of
air–sea heat flux increments // Mathematics. 2024. 12. N 2. Art. 288.

[2] Беляев К. П., Горшенин А. К., Королев В. Ю., Плеханов А. Д. Статистический ана-
лиз внутри- и межгодовой изменчивости экстремальных значений явных и скрытых
потоков тепла в Северной Атлантике за 1979–2021 гг. // Известия Российской акаде-
мии наук. Физика атмосферы и океана, 2022. Т. 58ю Вып. 6. С. 720–736.

[3] Donati-Martin C. Equations differentielles stochastiques dans iw avec conditions aux bords
// Stochastics and Stochastics Reports, 1991. Vol. 35. P. 143–173.

[4] Nualart D., Pardoux E. Boundary value problems for stochastic differential equations //
Ann. Probab., 1991. Vol. 19. P. 1118–1144.

[5] Ferrante M., Nualart D. On the Markov property of a stochastic difference equation //
Stochastic Processes and their Applications, 1994. Vol. 52. P. 239–250.
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[20] Kozubowski T. J., Podgórski K., Rychlik I. Multivariate generalized Laplace distribution
and related random fields // Journal of Multivariate Analysis Volume 113, January 2013,
Pages 59-72. DOI: 10.1016/j.jmva.2012.02.010

12


