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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû Ìîðëåÿ, îñíîâàí-

íîå íà ñâîéñòâàõ îðèåíòèðîâàííûõ óãëîâ.

Òåîðåìà Ìîðëåÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êðàñèâåéøèõ òåîðåì ãåîìåòðèè,
ïðèâëåêàþùèõ èíòåðåñ ëþáèòåëåé ìàòåìàòèêè íà÷èíàÿ ñî øêîëüíèêîâ
è çàêàí÷èâàÿ èçâåñòíûìè ìàòåìàòèêàìè. Î òåîðåìå ìîæíî ïðî÷èòàòü â
èçâåñòíîé ëþáèòåëÿì ãåîìåòðèè êíèãå [1]. Ìíîãèå ïðîâîäèëè ÷àñû, äíè
è äàæå ìåñÿöû â ïîèñêàõ ñâîåãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû. Íåêî-
òîðûå èç ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ ìîæíî íàéòè â ñàéòå http://www.cut-the-
knot.org/triangle/Morley/. Òàê æå ñòîèò îòìåòèòü ñòàòüè èç îòå÷åñòâåí-
íûõ æóðíàëîâ [2], [3].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðå-
ìû. Âàæíîå ìåñòî â äîêàçàòåëüñòâå çàíèìàåò ïîíÿòèå îðèåíòèðîâàííîãî
óãëà. Îá îðèåíòèðîâàííûõ óãëàõ ìîæíî ïðî÷èòàòü â [4].

Òåîðåìà 1 Ïóñòü òî÷êè A0, B0 è C0 âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC òà-

êîâû, ÷òî

∠B0AC = ∠C0AB0 = ∠BAC0 =
1

3
∠A,

∠C0BA = ∠A0BC0 = ∠CBA0 =
1

3
∠B,

∠A0CB = ∠B0CA0 = ∠ACB0 =
1

3
∠C.

Òîãäà, òðåóãîëüíèê A0B0C0 � ðàâíîñòîðîííèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1
3∠A = α, 1

3∠B = β è 1
3∠C = γ. Òîãäà α+ β +

γ = 60◦.
Äàëåå, ïóñòü òî÷êè A1 A2, B1, B2, C1, C2 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-

ìûõ, âûõîäÿùèõ èç âåðøèí äàííîãî òðåóãîëüíèêà è äåëÿùèõ óãëû ïðè
ýòèõ âåðøèíàõ íà òðè ðàâíûå ÷àñòè, ñ ïðÿìûìè A0B0, A0C0 è C0B0, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1, è ïóñòü

∠BA1B2 = α1, ∠C1A2C = α2,

∠CB1C2 = β1, ∠A1B2A = β2,

∠AC1A2 = γ1, ∠B1C2B = γ2.
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Ðèñ. 1

Òàê êàê ó òðåóãîëüíèêîâ ABC0 è A1B2C0 îáùèé âíåøíèé óãîë ïðè âåð-
øèíå C0, òî

α1 + β2 = α+ β. (1)

Àíàëîãè÷íî:

β1 + γ2 = β + γ (2)

α2 + γ1 = α+ γ. (3)

Ïóñòü A′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BA1 è CA2, B
′ � òî÷êà ïåðåñå-

÷åíèÿ ïðÿìûõ AB2 è CB1, C
′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC1 è BC2.

Òàê êàê A0 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà BA′C, òî

∠BA′A0 = ∠A0A
′C = 90◦ − β − γ. (4)

Àíàëîãè÷íî:

∠B0B
′C0 = ∠A0B

′B0 = 90◦ − α− γ (5)

∠B0C
′C0 = ∠C0C

′A0 = 90◦ − α− β. (6)
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Íàéäåì óãîë ìåæäó ïðÿìûìè A0A
′ è B0B

′:

](A0A
′, B0B

′) = ](A0A
′, CA2) + ](CA2, CB1) + ](CB1, B0B

′) =

= (90◦ − β − γ) + γ + (90◦ − α− γ) =

= 180◦ − α− β − γ = 180◦ − 60◦ = 120◦. (7)

Àíàëîãè÷íî:

](C0C
′, A0A

′) = ](C0C
′, AC1) + ](AC1, CA2) + ](CA2, A0A

′) =

= −(90◦ − β − α) + (α+ γ)− (90◦ − β − γ) =

= −180◦ + 2α+ 2β + 2γ = −180◦ + 120◦ + 180◦ = 120◦ (8)

è ñëåäîâàòåëüíî,

](B0B
′, C0C

′) = ](B0B
′, A0A

′) + ](A0A
′, C0C

′) =

= 180◦ − 120◦ + 180◦ − 120◦ = 120◦. (9)

Äàëåå âûðàçèì óãëû ∠C ′C0B0 è ∠C0B0B
′ :

∠C ′C0B0 = ](C0C
′, B1C2) =

= ](C0C
′, BC2) + ](BC2, CB1) + ](CB1, B1C2) =

= (90◦ − α− β)− (β + γ) + β1 =

90◦ − α− 2β − γ + β1 = 30◦ − β + β1, (10)

è

∠C0B0B
′ = ](B1C2, B0B

′) =

= ](B1C2, CB1) + ](CB1, B0B
′) =

= −β1 + (90◦ − α− γ) = 30◦ − β + β1. (11)

Èç (10) è (11) ñëåäóåò, ÷òî ∠C ′C0B0 = ∠C0B0B
′. Ñëåäîâàòåëüíî,

∠C ′C0B0 = ∠C0B0B
′ = 30◦. (12)

Àíàëîãè÷íî äîêàæåì, ÷òî

∠B′B0A0 = ∠B0A0A
′ = 30◦ (13)

è
∠A′A0C0 = ∠A0C0C

′ = 30◦. (14)

Èç (12), (13) è (14), ó÷èòûâàÿ (7), (8) è (9) ñëåäóåò, ÷òî

∠B0A0C0 = ∠C0B0A0 = ∠A0C0B0 = 60◦. (15)
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Ïîñëå çíàêîìñòâà ñ ýòîé òåîðåìîé âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ:
¾êàêîé ÷åòûðåõóãîëüíèê ïîëó÷èòñÿ, ïîñòðîåííîì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
â ïðîèçâîëüíîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå?¿ Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò åñëè â òåî-
ðåìå Ìîðëåÿ ïîìåíÿòü èñõîäíûé òðåóãîëüíèê íà ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî
ïîëó÷àþùèéñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê äàëåêî íå âñåãäà êâàäðàò, è äàæå íå
âñåãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê â îáùåïðèíÿòîì ñìûñëå. ×àñòî âìåñòî ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà ïîëó÷àåì ñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ çàìêíóòóþ ëîìàííóþ.

Ïóñòü â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ∠A = 3α, ∠B = 3β, ∠C = 3γ,
∠D = 3δ, à òî÷êè A0, B0, C0, D0 âíóòðè íåãî òàêîâû, ÷òî

∠BAB0 = ∠A0AC = α,

∠ABB0 = ∠CBC0 = β,

∠C0CB = ∠DCD0 = γ,

∠D0DC = ∠ADA0 = δ.

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ âûøå ñêàçàííîå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âûïóê-
ëûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè, ïðè÷åì òàêèå, A0B0C0D0 � òîæå âûïóêëûé ÷å-
òûðåõóãîëüíèê. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëèABCD � êâàäðàò, òî èA0B0C0D0

�êâàäðàò. Ïðîâåðèì, ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî èñõîäíûé ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ABCD íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, à A0B0C0D0 � êâàäðàò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A0B0C0D0 � êâàäðàò, è ïóñòü ∠BB0C0 = φ. Âû-
ðàçèì óãëû íåèçâåñòíûå óãëû òðåóãîëüíèêîâ BC0B0, AB0A0, DA0D0,
CD0C0 ÷åðåç α, β, γ, δ:

∠B0C0C = 180◦ − β − δ,

∠A0B0A = 360◦ − 90◦ − φ− (180◦ − α− β) = 90◦ + α+ β − φ

∠AA0B0 = 180◦ − α− (90◦ + α+ β − φ) = 90◦ − 2α− β + φ

∠D0A0D = 360◦ − 90◦ − ()
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