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Àííîòàöèÿ. Ìû èññëåäóåì ãëîáàëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ïî-
ëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû ẋ = x− x2y + pxy2 + y3, ẏ = y + py3, p ∈ R.
Íàøå èññëåäîâàíèå ïðèìûêàåò ê ðàáîòå [6].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèíîìèàëüíûå ñèñòåìû, îñîáûå òî÷êè, ýêâà-
òîð Ïóàíêàðå, ôàçîâûå ïîðòðåòû, ðàöèîíàëüíûå èíòåãðàëû.

Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(1) ẋ = x+ Pn(x, y), ẏ = y +Qn(x, y),

ãäå Pn(x, y), Qn(x, y) � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû n-é ñòåïåíè. Ìû áóäåì íàçû-
âàòü òàêóþ ñèñòåìó ñèñòåìîé òèïà Äàðáó.

Ñèñòåìû âèäà (1) ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè, ñì. [1]�[6] è ïðî-
öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó. Â ýòèõ ðàáîòàõ èçó÷àëèñü òðàäèöèîííûå äëÿ
êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîïðîñû òàêèå, êàê èíòå-
ãðèðóåìîñòü, íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ëîêàëüíûå è ãëî-
áàëüíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû è ò. ä.

Â [6] èññëåäîâàëèñü îáùèå ñâîéñòâà ñèñòåì âèäà (1), è â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûëè ðàññìîòðåíû êóáè÷åñêèå ñèñòåìû
òèïà Äàðáó. Äëÿ íèõ àâòîðû ïîëó÷èëè ïîëíûé ïî èõ ìíåíèþ ñïèñîê ãëîáàëü-
íûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè).
Îäíàêî âîïðåêè óòâåðæäåíèþ àâòîðîâ ýòîò ñïèñîê íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Äëÿ
îïðàâäàíèÿ íàøåãî óòâåðæäåíèÿ ìû ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî êóáè÷åñêèõ ñèñòåì òèïà Äàðáó âèäà

(2) ẋ = x− x2y + pxy2 + y3, ẏ = y + py3, p ∈ R
è ïðåäúÿâèì ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåì ýòîãî ñåìåéñòâà, íå ñîäåðæàùèåñÿ â
ñïèñêå, ïîëó÷åííîì â [6].

Îäíîé èç ïðè÷èí äîïóùåííîé àâòîðàìè [6] îøèáêè ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
îíè íå ó÷ëè âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåì âèäà (1) íåýëåìåíòàðíîé
îñîáîé òî÷êè íà ýêâàòîðå Ïóàíêàðå ñ ðàâíîé íóëþ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ ("ëèíåéíûé íîëü"). Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî ñòðîåíèå îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè, êîòîðîå èìååò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäè-
öèîííî âîçíèêàþùèìè è ó÷ò¼ííûìè â [6] íåãèïåðáîëè÷åñêèìè òî÷êàìè òèïà
óçåë è ñåäëî-óçåë. Ìû ðàññìàòðèâàëè ñõîäíûå ñèòóàöèè â [5], [7]. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ìû ïðîâåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùåå èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ áîëåå ïðîçðà÷-
íîãî è ïðîñòîãî ìåòîäà, ïðèìåíÿÿ àëãåáðàè÷åñêîå ðàçäóòèå áåç èñïîëüçîâàíèÿ

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò FWNF-2022-
0005).
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òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé. Êðîìå òîãî ìû íàéä¼ì èíòåãðàë ñèñòåìû (2) è
îáñóäèì åãî ñâîéñòâà.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

(2) ẋ = x− x2y + pxy2 + y3, ẏ = y + py3, p ∈ R.

Òåîðåìà 1. 1) Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.
2) Åñëè p 6= 0, ñèñòåìà (2) èìååò èíòåãðàë

H(x, y) = (x− y)p(x+ y)−p(1 + py2),

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, åñëè p ∈ Q \ {0}.
3) Åñëè p = 0, ñèñòåìà (2) èìååò èíòåãðàë

H(x, y) =
x− y
x+ y

ey
2

.

Åñëè p = 0, ñèñòåìà (2) íå èìååò ðàöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåìû (2) ìû ïðèìåíèì áîëåå ïðîçðà÷íûå è
ïðîñòûå ïî ñðàâíåíèþ ñ [5], [7] ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ îñîáåí-
íîñòåé çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü àëãåáðàè÷åñêîå ðàçäóòèå, ÷òî ïîçâîëÿåò
íå èñïîëüçîâàòü òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè. Êðîìå òîãî ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü
îöåíèòü àñèìïòîòèêó òðàåêòîðèé. Ê òîìó æå â äîïîëíåíèå ê [5] ìû íàéä¼ì
èíòåãðàëû ñèñòåìû (2) è óêàæåì èõ èíòåðåñíûå íà íàø âçãëÿä ñâîéñòâà.

Ñèñòåìà (1) äåòàëüíî èññëåäîâàëàñü â [1], [4], [6]. Â ÷àñòíîñòè, òàì ïîëó÷åíî,
÷òî ïîâåäåíèå â öåëîì òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2) îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì å¼
òðàåêòîðèé âáëèçè ýêâàòîðà Ïóàíêàðå.

Ýêâàòîð Ïóàíêàðå îòâå÷àåò îñè {z = 0} ñèñòåìû

(3) u̇ = Q3(1, u)− uP3(1, u), ż = −z(z2 + P3(1, u)),

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì êîìïàêòèôèêàöèè Ïóàíêàðå ñèñòåìû (2) è ïî-
ëó÷àåòñÿ èç íå¼ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàìåíû

u =
y

x
, z =

1

x
.

Ïîäðîáíåå ñì. [8], [9].
Â íàøåì ñëó÷àå êîìïàêòèôèêàöèÿ ñèñòåìû (2) äà¼ò ñèñòåìó

(4) u̇ = u2(1− u2), ż = −z(z2 − u+ pu2 + u3),

Ñèñòåìà (4) èìååò íà ýêâàòîðå òðè îñîáûå òî÷êè O0(0, 0), O1(1, 0), O2(−1, 0).
Ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ ñóòü

(5) J0 =

(
0 0
0 0

)
, J1 =

(
−2 0
0 −p

)
, J2 =

(
2 0
0 −p

)
.

Ìû âèäèì, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò u = 0, z = 0 ÿâëÿåòñÿ íåýëåìåíòàðíîé
îñîáîé òî÷êîé: ìàòðèöà ëèíåéíîé ÷àñòè íóëåâàÿ. Òàêèå òî÷êè áûëè óïóùåíû
èç ðàññìîòðåíèÿ â [6].

Äëÿ èçó÷åíèÿ îñîáîé òî÷êè O0(0, 0) ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò (ðàçäóòèå)
[10], [11]
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(6) u = u,w =

{
z√
u
, u > 0,

z√
−u , u < 0.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ðàçäóòèÿ ïîëó÷èì

(7) u̇ = u2(1− u2), ẇ =
1

2
uw − uw3 − pu2w − 1

2
u3w, u > 0,

(8) u̇ = u2(1− u2), ẇ =
1

2
uw + uw3 − pu2w − 1

2
u3w, u < 0.

Ââåä¼ì íîâîå âðåìÿ dτ = udt. Ïîëó÷èì ñèñòåìû ñ òåìè æå òðàåêòîðèÿìè

(9) u̇ = u(1− u2), ẇ =
1

2
w − w3 − puw − 1

2
u2w, u > 0,

(10) u̇ = u(1− u2), ẇ =
1

2
w + w3 − puw − 1

2
u2w, u < 0.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íîâîé ïåðåìåííîé ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷åíî òî÷êîé.
Ñèñòåìà (9) èìååò íà îñè {u = 0} òðè ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè

Ō0(0, 0), Ō1(0, 1/
√

2), Ō2(0,−1/
√

2), ó êîòîðûõ ìàòðèöû ëèíåéíîé ÷àñòè èìåþò
âèä

J̄0 =

(
1 0
0 1/2

)
, J̄1 =

(
1 0

−p/
√

2 −1

)
, J̄2 =

(
1 0

p/
√

2 −1

)
.

Òî÷êà Ō0(0, 0) áóäåò íåóñòîé÷èâûì óçëîì, îñòàâøèåñÿ äâå � ñ¼äëàìè.
Ñèñòåìà (10) èìååò íà îñè {u = 0} åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó � ãèïåðáî-

ëè÷åñêèé óñòîé÷èâûé óçåë.
Íà ðèñ.1 èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè ñèñòåì (7), (8) â îêðåñòíîñòè îñè {u = 0}.

u

w

O

Ðèñ. 1. Òðàåêòîðèè ñèñòåì (7), (8) â îêðåñòíîñòè îñè {u = 0}

Îáðàòíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò (ñæàòèå) ïîçâîëÿåò èçîáðàçèòü ïîâåäåíèå òðà-
åêòîðèé ñèñòåìû (4) â îêðåñòíîñòè íåýëåìåíòàðíîé îñîáîé òî÷êè O0(0, 0). Ýòà
îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò äâà óçëîâûõ è äâà ñåäëîâûõ ñåêòîðà, ðèñ. 2.

Îñîáûå òî÷êè O1(1, 0), O2(−1, 0) ñèñòåìû (4) èìåþò ñëåäóþùèé õàðàêòåð
(ñì. (5)):
p > 0, O1(1, 0) � ãèïåðáîëè÷åñêèé óñòîé÷èâûé óçåë,

O2(−1, 0) � ãèïåðáîëè÷åñêîå ñåäëî;
p < 0, O1(1, 0) � ãèïåðáîëè÷åñêîå ñåäëî,

O2(−1, 0) � ãèïåðáîëè÷åñêèé íåóñòîé÷èâûé óçåë.
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u

z

O

u

z

O

p ≥  0 p <  0

Ðèñ. 2. Áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (4)

Â ñëó÷àå p = 0 òî÷êè O1(1, 0), O2(−1, 0) áóäóò ýëåìåíòàðíûìè ïîëóãèïåð-
áîëè÷åñêèìè òî÷êàìè. Ìû ïðèìåíÿåì ðàçðàáîòàííûå äëÿ òàêèõ òî÷åê ìåòîäû
èññëåäîâàíèÿ, ïðåäëîæåííûå â [8], [9], è ïîëó÷àåì, ÷òî O1(1, 0) áóäåò óñòîé÷è-
âûì óçëîì, O2(−1, 0) � ñåäëîì.

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (4) â îêðåñò-
íîñòè îñè {z = 0}, îòâå÷àþùåé ýêâàòîðó Ïóàíêàðå, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà p. Ñèñòåìû ñ òàêèì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ýêâàòîðà
íå ïîïàëè â ïîëå çðåíèÿ àâòîðîâ [6].

Îõàðàêòåðèçóåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2) â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñ-
êîñòè. Ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ðåçóëüòàòû [4], [6].

Ñèñòåìà èìååò òðè èíâàðèàíòíûå êðèâûå y = 0, y = x, y = −x.
Íàïîìíèì, ÷òî ñòàöèîíàðû ñèñòåìû (2) ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî íà èí-

âàðèàíòíûõ ïðÿìûõ.
Âäîëü ïðÿìîé y = 0 (2) ïðèíèìàåò âèä

ẋ = x, ẏ = y,

è âèäíî, ÷òî òî÷êè ïîêîÿ, îòëè÷àþùèåñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò, íà ýòîé ïðÿìîé
îòñóòñòâóþò.

Âäîëü ïðÿìîé y = x (2) ïðèíèìàåò âèä

ẋ = x+ px3, ẏ = x+ px3.

Ecëè p ≥ 0, íà ïðÿìîé îòñóòñòâóþò òî÷êè ïîêîÿ , îòëè÷àþùèåñÿ îò íà÷àëà
êîîðäèíàò. Ecëè p < 0, íà ïðÿìîé èìåþòñÿ äâå òî÷êè ïîêîÿ (±1/

√
−p,±1/

√
−p,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè óçëàìè.
Âäîëü ïðÿìîé y = −x (2) ïðèíèìàåò âèä

ẋ = x+ px3, ẏ = −x− px3.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, åcëè p ≥ 0, íà ïðÿìîé îòñóòñòâóþò òî÷êè ïîêîÿ,
îòëè÷àþùèåñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ecëè p < 0, íà ïðÿìîé èìåþòñÿ äâå òî÷êè
ïîêîÿ (±1/

√
−p,∓1/

√
−p, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñ¼äëàìè.

Ïðåäåëüíûå öèêëû â ñèñòåìå (2) î÷åâèäíî îòñóòñòâóþò.
Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííóþ èíôîðìàöèþ, ñòðîèì ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2)

íà äèñêå Ïóàíêàðå, ðèñ. 3.
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p≥ 0 p< 0

Ðèñ. 3. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (4)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, òàêèå ôàçîâûå ïîðòðåòû íå ìîãëè áûòü îáíàðóæåíû
â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ [6].1

Ïóíêò 1) òåîðåìû äîêàçàí.
Èñïîëüçóÿ ìåòîä Äàðáó èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì ÎÄÓ ñ ïîìîùüþ èíâàðèàí-

òîâ, ñì. íàïðèìåð, [12], ìû ìîæåì íàéòè èíòåãðàë (2).
Ôóíêöèÿ L(x, y) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì ñèñòåìû

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y),

åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

DL ≡ ∂L(x, y)

∂x
P (x, y) +

∂L(x, y)

∂y
Q(x, y) = k(x, y)L(x, y),

ãäå k(x, y) � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ x, y, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ êîôàêòîðîì
èíâàðèàíòà L(x, y).

Åñëè ñèñòåìà èìååò èíâàðèàíòû L1, L2, . . . , Ls ñ êîôàêòîðàìè k1, k2, . . . , ks
è α1k1 +α2k2 + . . . αsks = 0, ôóíêöèÿ H = Lα1

1 Lα2
2 . . . Lαs

s ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì
ñèñòåìû.

Ñèñòåìà (2) èìååò èíâàðèàíòàìè ìíîãî÷ëåíû L1 = y, L2 = x − y, L3 =

x + y, L4 = 1 + py2 è ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü L5 = ey
2

ñ êîôàêòîðàìè
k1 = 1 + py2, k2 = 1 − xy − y2 + py2, k3 = 1 − xy + y2 + py2, k4 = 2py2, k5 =
2y2(1 + py2).

Èìååì pk2 − pk3 + k4 = 0.
Â òàêîì ñëó÷àå

(11) H(x, y) = Lp2L
−p
3 L4 = (x− y)p(x+ y)−p(1 + py2), p 6= 0

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (2).
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ p 6= 0 èíòåãðàë (11) áóäåò ðà-

öèîíàëüíûì. ×èñëà h1 = 0, h2 =∞ áóäóò åãî çàìå÷àòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè.
Ïóíêò 2) òåîðåìû äîêàçàí.
Åñëè p = 0, H(x, y) ≡ 1. Ïðè p = 0 èìååì k2 − k3 + k5 = 0, è

(12) H0(x, y) =
x− y
x+ y

ey
2

1Â [5] ïðèâåäåíû òàêæå äðóãèå âàðèàíòû ãëîáàëüíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ êóáè÷åñêèõ
ñèñòåì òèïà Äàðáó, êîòîðûõ íåò â [6].
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ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (2), êîãäà p = 0

(13) ẋ = x− x2y + y3, ẏ = y.

Èíòåãðàë (12), î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (13) íå èìååò ðàöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà.

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì êðèâóþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé óðîâ-
íÿ H0(x, y) = 1

Γ = {(x, y) ∈ R :
x− y
x+ y

ey
2

= 1, y > 0}.

Êðèâàÿ Γ � ñåïàðàòðèñà áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé íåýëåìåíòàðíîé îñîáîé òî÷-
êè, ëåæàùåé íà êîíöå îñè Ox, ðèñ. 4.

2 4 6 8
x

2

4

6

8

Ðèñ. 4. Êðèâàÿ Γ = {(x, y) ∈ R : H0(x, y) = 1, y > 0}

Ïóñòü Γ ÿâëÿåòñÿ âåòâüþ àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé F (x, y) = 0 ñòåïåíè n. ñëå-
äóÿ Ë. Ýéëåðó [13], çàïèøåì ýòó êðèâóþ â âèäå

(14) F (x, y) ≡ P (x, y) +Q(x, t) +R(x, y) + · · · = 0,

ãäå P ÿâëÿåòñÿ âûñøèì ÷ëåíîì, ñîäåðæàùèì â ñåáå âñå ÷ëåíû ñòåïåíè n, Q �
âòîðûì ÷ëåíîì, ñîäåðæàùèì ÷ëåíû ñòåïåíè n− 1, è òàê äàëåå.

Êðèâàÿ F (x, y) = 0 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé êðèâîé ñèñòåìû (13). Ñîãëàñíî
ïóíêòó 1) òåîðåìû 1 íåîãðàíè÷åííûå âåòâè ìîãóò èìåòü àññèìïòîòàìè òîëüêî
ïðÿìûå y = 0, x− y = 0, x+ y = 0. Â òàêîì ñëó÷àå ñîãëàñíî Ë. Ýéëåðó [13]

P (x, y) = yk(x− y)l(x+ y)mPr(x, y), k + l +m+ r = n,

ãäå ìíîãî÷ëåí

Pr(x, y) ≡ αxr + βxr−1y + . . . γyr

íå èìååò ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé. Èíàìè ñëîâàìè óðàâíåíèå Pr(1, s) = 0 íå
èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Â ÷àñòíîñòè,

(15) Pr(1,−1) ≡ α− β + · · ·+ γ 6= 0.

Âäîëü Γ èìååì

x =
ey

2

+ 1

ey2 − 1
y.
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Îáîçíà÷èì z = ey
2

. Òîãäà âäîëü Γ èìååì

(16) x =
z + 1

z − 1
y,

x

y
=
z + 1

z − 1
.

Ïîäñòàíîâêà (16) â (14) ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèò ê ðàâåí-
ñòâó âèäà

(17) F(y, z) = P(y, z) +Q(y, z) + · · · = 0.

Çäåñü F(y, z), P(y, z), Q(y, z) � ìíîãî÷ëåíû; ïðè ýòîì

P = yk(x− y)l(x+ y)m(αxr + βxr−1y + . . . γyr) =

yn
(
(
x

y
− 1)l(

x

y
+ 1)(α(

x

y
)r + β(

x

y
)r−1 + · · ·+ γ)

)
=

yn
(
(

2

z − 1
)l(

2z

z − 1
)m(α(

z + 1

z − 1
)r + β(

z + 1

z − 1
)r−1 + · · ·+ γ

)
=

2l+mynzm
α(z + 1)r + β(z + 1)r−1(z − 1) + · · ·+ γ(z − 1)r

(z − 1)l+m+r
,

P = 2l+mynzm(α(z + 1)r + β(z + 1)r−1(z − 1) + · · ·+ γ(z − 1)r)(z − 1)n−l−m−r,

Q = yn−1q(z), . . . .

Êîýôôèöèåíò pnm ïðè ìîíîìå ynzm â ìíîãî÷ëåíå P èìååò âèä

(18) pnm = (−1)n−l−m−r2l+m(α− β + . . . γ).

Â ñèëó (15) pnm 6= 0, ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí F íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëå-
âûì.

Â òàêîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (17) îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {yresy2}r,s∈Z
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé íà ïðîìåæóòêå y > 0, ÷òî î÷åâèäíî íåâåðíî.

Èòàê, êðèâàÿ Γ íå àëãåáðàè÷åñêàÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà (13) íå èìååò
ðàöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà, ïîñêîëüêó ïðè íàëè÷èè ðàöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà
âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû äîëæíû áûòü àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè.

Ïóíêò 3) òåîðåìû äîêàçàí. �

Îòìåòèì, ÷òî ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàë

H(x, y) =
(x− y)(1 + y2)

x+ y
,

ïîëó÷åííûé èç (11) ïðè p = 1, è èíòåãðàë

H(x, y) =
(x− y)ey

2

x+ y
,

èç (12), íå ÿâëÿþùèéñÿ ðàöèîíàëüíûì, îòâå÷àþò òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íûì ôàçîâûì ïîðòðåòàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì.
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