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Àííîòàöèÿ

Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ äâèæåíèÿ â èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼-

òà, îñíîâàííûé íà ýêñöåíòðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò (ÝÑÊ). Â îòëè÷èå îò ïðå-

îáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, ÝÑÊ ñîõðàíÿþò åäèíûé ýòàëîí ïðîòÿæ¼ííîñòè ïî âñåì îñÿì,

ïðèíöèï îäíîâðåìåííîñòè ñîáûòèé è èñïîëüçóþò èçîõðîííûå ýêñöåíòðè÷åñêèå ñôåðû

â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîêàçàíî òîæäåñòâî ôîðìóë Êåïëåðà è Ýéí-

øòåéíà ïðè çàìåíå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû íà îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü. Ïîñòðîåíî

ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì: ñîïóòñòâóþùàÿ ñôåðè÷åñêàÿ (ÑÑÑÊ), êîñîóãîëüíàÿ

ýêñöåíòðè÷åñêàÿ (ÊÝÑÊ), îðòîãîíàëüíàÿ ýêñöåíòðè÷åñêàÿ (ÎÝÑÊ) è å¼ ìîäèôèêà-

öèÿ íà îñíîâå êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ Ì¼áèóñà (ÎÝÑÊ-Ì). Ïðèâåäåíû ôîðìóëû

ñâÿçè, ìåòðèêè, ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû äëÿ âñåõ

ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýêñöåíòðè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðåîáðàçîâàíèå Ì¼áèóñà,

àáåððàöèÿ ñâåòà, áûñòðîòà, òîæäåñòâî Êåïëåðà�Ýéíøòåéíà, ôóíêöèÿ òîêà, êîíôîðì-

íîå îòîáðàæåíèå.

Abstract: A new approach to describing motion in inertial reference frames is proposed,

based on eccentric coordinate systems (ECS). Unlike Lorentz transformations, ECS preserve

a single length standard along all axes, the principle of simultaneity of events, and use

isochronous eccentric spheres as coordinate surfaces. The identity of Kepler's and Einstein's

formulas is shown when replacing the orbital eccentricity with relative velocity. A family of

coordinate systems is constructed: comoving spherical (CSSC), oblique eccentric (OESC),

orthogonal eccentric (OrESC) and its modi�cation based on M�obius conformal mapping

(OrESC-M). Connection formulas, metrics, Christo�el symbols, and di�erential operators

for all systems are provided.

Keywords: eccentric coordinate systems, M�obius transformation, light aberration, rapidity,

Kepler�Einstein identity, stream function, conformal mapping.
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1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà òåðìèíîâ è îáîçíà÷åíèé:

1. S � áàçîâàÿ èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà (ÈÑÎ), óñëîâíî ïîêîÿùàÿñÿ îòíîñèòåëü-
íî ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì è ñòîêîì
ýíåðãèè, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âî âñå ñòîðîíû ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà c;

2. S ′ � äâèæóùàÿñÿ îòíîñèòåëüíî S ÈÑÎ ñî ñêîðîñòüþ v âäîëü îñè Z; β = v/c �
îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÈÑÎ S ′ â ÈÑÎ S; γ = 1/

√
1− β2 � ìíîæèòåëü â

ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà.
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3. Òðåóãîëüíèê Ãàëèëåÿ (íà ðèñ. 1 ýòî ∆OAOR). Â âåêòîðíîé ôîðìå òðåóãîëüíèê Ãà-
ëèëåÿ îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ, ãäå ìîäóëè âåêòîðîâ ðàâíû R è β = v/c
ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðàâëåíèå âåêòîðîâ R è β îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèÿìè âåêòî-
ðîâ ñêîðîñòè ñâåòà c è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò O â áàçîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò (ÑÊ), v; cA � ìîäóëü ñêîðîñòè ñâåòà â äâèæóùåéñÿ ÑÊ, îïðåäåëÿåìûé
êëàññè÷åñêîé ôèçèêîé êàê ìîäóëü ðàçíîñòè âåêòîðîâ ñêîðîñòè ñâåòà è ñêîðîñòè íà-
÷àëà êîîðäèíàò O, |c− v|, â áàçîâîé ÑÊ.

4. Òî÷êà O � íà÷àëî ñîïóòñòâóþùèõ ñèñòåì êîîðäèíàò (ÑÊ) â äâèæóùåéñÿ ÈÑÎ S ′

(ñì. ðèñ. 2, 3), ïåðåìåùàþùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ v âìåñòå ñ ÈÑÎ S ′, ñâÿçàíà ñ òåëîì,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêèì èñòî÷íèêîì ñòàöèîíàðíîãî ýêñöåíòðè÷åñêîãî ïîëÿ â
ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà ñ ïðîñòðàíñòâîì.

Ðèñ. 1: Òðè äèôôåðåíöèàëüíûõ ýëåìåíòà äâèæóùèõñÿ êðèâîëèíåéíûõ ÑÊ: ACDF � ýëå-
ìåíò ñîïóòñòâóþùåé ñôåðè÷åñêîé ÑÊ; ANDM � ýëåìåíò êîñîóãîëüíîé ýêñöåíòðè÷åñêîé
ÑÊ; ABDE � ýëåìåíò îðòîãîíàëüíîé ýêñöåíòðè÷åñêîé ÑÊ; OA � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè
A â ñîïóòñòâóþùåé äåêàðòîâîé è â ñôåðè÷åñêîé ÑÊ ñ íà÷àëîì â òî÷êå O (r{x, y, z} =
r{r, θ, φ}); ORA � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè A, îòñ÷èòûâàåìûé îò ýêñ-öåíòðà OR â áàçîâîé ÑÊ
(R{X, Y, Z} = R{R,Θ,Φ}); òî÷êà OR � ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð ýêâèïîòåíöèàëüíîé (èçî-
õðîííîé) ñôåðû ðàäèóñà R (ýêñ-öåíòð). Òî÷êà OR íåïîäâèæíà â ñèñòåìå S ′; ýòî öåíòð
êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé â S ′.

2 Êðàòêèé îáçîð äîñòèæåíèé ÑÒÎ è ÎÒÎ

Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè (ÑÒÎ), ñîçäàííàÿ À. Ýéíøòåéíîì â 1905 ã. [1], è
îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ, 1915 ã. [2]) ñòàëè ôóíäàìåíòîì ñîâðåìåííîé ôèçèêè.
Èõ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîäòâåðæäåíèÿ âêëþ÷àþò:

1. Ïðåöåññèÿ ïåðèãåëèÿ Ìåðêóðèÿ (43′′ â ñòîëåòèå) � îáúÿñíåíà ÎÒÎ.

2. Îòêëîíåíèå ñâåòà â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå (1919 ã.).

3. Ãðàâèòàöèîííîå êðàñíîå ñìåùåíèå � ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòîì Ïàóíäà�Ðåáêè
(1960 ã.).
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Ðèñ. 2: Ñåòêà êîñîóãîëüíîé ýêñöåíòðè÷å-
ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ÊÝÑÊ)

Ðèñ. 3: Ñåòêà îðòîãîíàëüíîé ýêñöåíòðè÷å-
ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ÎÝÑÊ)

4. Ýêâèâàëåíòíîñòü ìàññû è ýíåðãèè E = mc2 � îñíîâà ÿäåðíîé ôèçèêè.

5. Ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ: GPS, ñèíõðîíèçàöèÿ ÷àñîâ, óñêîðèòåëè ÷àñòèö.

6. Çàìåäëåíèå âðåìåíè äëÿ ìþîíîâ êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé (1963 ã.).

Ýòè äîñòèæåíèÿ íå îñïàðèâàþòñÿ. Îäíàêî ìåòîäîëîãèÿ, íà êîòîðîé îíè îñíîâàíû �
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è ãåîìåòðèçàöèÿ òÿãîòåíèÿ, � òðåáóåò êðèòè÷åñêîãî àíàëèçà.

3 Êðèòèêà ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà è ÑÒÎ

Àíàëèç ðàáîò Ýéíøòåéíà [1�2] âûÿâèë ðÿä ïðîòèâîðå÷èé è èçúÿíîâ, êîòîðûå íå ïîëó÷èëè
óäîâëåòâîðèòåëüíîãî îáúÿñíåíèÿ â ðàìêàõ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

3.1 Íåâûïîëíåíèå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ôðîíòà ñâåòî-
âîé âîëíû

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (ÏË) â êîîðäèíàòíîé çàïèñè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ôðîíòà ñâå-
òîâîé âîëíû â ÈÑÎ S è S ′ èìåþò âèä:

x2 + y2 + z2 = c2t2 (1)

x′2 + y′2 + z′2 = c2t′2 (2)

À ýêâèâàëåíòíûå âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ â ÈÑÎ S ′ èìåþò âèä:

r⃗′ · r⃗′ = c⃗ · c⃗ t′2 (3)

r⃗′ · (−r⃗′) = c⃗ · (−c⃗′) t′2 (4)

(−r⃗′) · (−r⃗′) = (−c⃗′) · (−c⃗′) t′2 (5)

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèÿ (3) êîîðäèíàò è âðåìåíè äâóõ
ãåîìåòðè÷åñêè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê-ñîáûòèé (x′, y′, z′, t′) è (−x′,−y′,−z′, t′)
óðàâíåíèå (3b) íå âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî óêàçûâàåò íà íåïîëíîòó ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.
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3.2 Îòáðîøåííûé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü

Ïðè âûâîäå ÏË Ýéíøòåéíîì áûëî îòáðîøåíî îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè φ(v) =
−1. Ýòî ñêðûëî èñòèííûé ñìûñë ïðåîáðàçîâàíèÿ: òî, ÷òî óðàâíåíèå ñôåðû ïðè t =
const (1) ïðåîáðàçóåòñÿ íå â ñôåðó, à â ýëëèïñîèä, âûòÿíóòûé âäîëü îñè x ñ êîýôôè-
öèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ γ. Êàê âèäíî èç ðèñ. 4, ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñîèäà e = β, ìàëàÿ
ïîëóîñü b = τ , áîëüøàÿ ïîëóîñü a = γτ , ôîêóñû ýëëèïñîèäà F1 è F2 ëåæàò íà îñè x′

ïî îáå ñòîðîíû îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà ðàññòîÿíèÿõ f = γβτ . Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ t
è τ = ct ïðîïîðöèîíàëüíûìè âåëè÷èíàìè, èñòèííûå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà
ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

τ ′ = γ(τ − βR), R′ = γ(R− βτ) (6)

τ ′ = γ(τ + βR), R′ = γ(R + βτ) (7)

ãäå (6a, 6b) ñîîòâåòñòâóåò ôîêóñó F1, à (6c, 6d) � ôîêóñó F2.

Ðèñ. 4: Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîðíåé ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíûõ óðàâíåíèé (1, 2) â
ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü Z.

Â èòîãå, îòáðàñûâàíèå îòðèöàòåëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ(v) = −1 ïðèâåëî ê ïîòåðå
êîðíåé ÏË è ñêðûëî èñòèííóþ ãåîìåòðèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ (îäíîðîäíîå ðàñòÿæåíèå ñôåðû âäîëü îñè x).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôîðìóëû ñâÿçè ðàäèóñ-âåêòîðîâ â (6) îòâå÷àþò äâóì ôîêóñàì
ýëëèïñîèäà F1 è F2, ïðåæäå âñåãî ïîòîìó, ÷òî òàêîâî ñâîéñòâî ýëëèïñîèäà, ïîëó÷åííî-
ãî îäíîðîäíûì ðàñòÿæåíèåì ñôåðû âäîëü îñè x (àôôèííîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà â
ñåáÿ). Îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî òîëüêî ñ
èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ôîêàëüíûõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ. Èìåííî ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-
ðåíöà, êàê ïàðàìåòðû îäíîãî ôîêàëüíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà, íå ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿþò
ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé (1, 2).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ôîðìóëû (6) ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëå ðàñòÿæåíèÿ òðåóãîëüíèêà
Ãàëèëåÿ ïî ëèíèè äâèæåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ γ, ÷òî ãîâîðèò î ïîëíîé ñîâ-
ìåñòèìîñòè ÏË ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàëèëåÿ.
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3.3 Ðàçíûå ýòàëîíû ïðîòÿæ¼ííîñòè

Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ñîáûòèé M(x, y, z, t = const) â ñèñòåìå S ′ ïîêàçûâà-
åò, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà S ′ ïîëó÷àåòñÿ îäíîðîäíûì ðàñòÿæåíèåì (ãîìîòåòèåé) âäîëü
îñè x ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû S. Ïðè ýòîì åäèíèöà èçìåðåíèÿ ïðîòÿæ¼ííîñòè (ýòàëîí)
âäîëü îñè x′ ñèñòåìû S ′ â γ ðàç êîðî÷å ýòàëîíà ïî äðóãèì îñÿì è åäèíîãî ýòàëîíà ñèñòåìû
S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ÑÒÎ èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ýòàëîíû ïðîòÿæ¼ííîñòè â îäíîé è òîé
æå ñèñòåìå êîîðäèíàò � âäîëü ëèíèè äâèæåíèÿ è ïåðïåíäèêóëÿðíî åé.

3.4 ×àñû Ýéíøòåéíà�Ëàíæåâåíà

×àñû Ýéíøòåéíà�Ëàíæåâåíà, ñîñòîÿùèå èç ïàðû ïàðàëëåëüíûõ çåðêàë, çàêðåïë¼ííûõ íà
æ¼ñòêîì ñòåðæíå, â ñèëó ðàçíûõ ýòàëîíîâ ïðîòÿæ¼ííîñòè â ñèñòåìå S ′ äîëæíû ïîêàçûâàòü
ðàçíîå âðåìÿ ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè. Ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ∆t′∥ = γ∆t è

∆t′⊥ = ∆t/γ äà¼ò ∆t′∥/∆t′⊥ = γ2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ âåðíû òîëüêî ïðè
ïîëîæåíèè çåðêàë â ïëîñêîñòè x′ = 0.

Îäíàêî ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå, ñ ó÷¼òîì ðåàëüíîãî èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ òåë, ïîêàçà-
íèÿ ÷àñîâ Ýéíøòåéíà�Ëàíæåâåíà íå çàâèñÿò îò îðèåíòàöèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîêàçàíèÿ
÷àñîâ äâèæóùåéñÿ ÑÊ ðàâíû ïîêàçàíèÿì ÷àñîâ ïîêîÿùåéñÿ ÑÊ, à âåëè÷èíà t′ â ÏË ÿâëÿ-
åòñÿ âñåãî ëèøü ïàðàìåòðîì ïåðåìåùåíèÿ ñâåòîâîãî ñèãíàëà â äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò.

3.5 Ôèëîñîôñêèå ïðîòèâîðå÷èÿ

Îòêàç îò îäíîâðåìåííîñòè ñîáûòèé â ðàçíûõ ÈÑÎ èãíîðèðóåò ïðèíöèï ñîñóùåñòâîâàíèÿ
ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ. Îòêàç îò ìàòåðèàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà ëèøàåò ôèçèêó å¼ îáúåê-
òèâíîé îñíîâû. Ïî ñóòè, ÏË ñâÿçûâàþò íå êîîðäèíàòû è âðåìÿ êàê òàêîâûå, à êîîðäèíàòû
è ìîäóëè âåêòîðîâ ðåçóëüòàòà äâèæåíèÿ êâàíòà ñâåòà â äâóõ ÈÑÎ, èìåþùèõ ñîáñòâåííûå
ìàñøòàáû.

4 Êðàòêàÿ êðèòèêà ÎÒÎ

Îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, èíòåðïðåòèðóþùàÿ òÿãîòåíèå êàê êðèâèçíó ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè, äîñòèãëà çíà÷èòåëüíûõ óñïåõîâ â îáúÿñíåíèè íàáëþäàåìûõ ÿâëåíèé. Îäíàêî îíà
ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïðèíöèïèàëüíûìè òðóäíîñòÿìè:

� Ñèíãóëÿðíîñòè (÷¼ðíûå äûðû, êîñìîëîãè÷åñêàÿ ñèíãóëÿðíîñòü) � ôèçè÷åñêàÿ áåñ-
ñìûñëåííîñòü, óêàçûâàþùàÿ íà íåïîëíîòó òåîðèè.

� Ïðîáëåìà ò¼ìíîé ìàòåðèè è ò¼ìíîé ýíåðãèè � íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ íåíàáëþäà-
åìûõ ñóùíîñòåé äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè.

� Çàâèñèìîñòü îò âûáîðà êîîðäèíàò � íåíàáëþäàåìîñòü ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè â
îáùåé ôîðìóëèðîâêå.

� Ãåîìåòðèçàöèÿ áåç ôèçè÷åñêîãî ìåõàíèçìà � êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îïè-
ñûâàåò ñëåäñòâèå, íî íå îáúÿñíÿåò ïðè÷èíó òÿãîòåíèÿ.

� Íåñîâìåñòèìîñòü ñ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé � îòñóòñòâèå êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè.
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5 Íîâûé ïîäõîä � ýêñöåíòðè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò

Îñíîâîé íîâîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ èäåÿ èçìåðåíèÿ âðåìåíè îäíèì äâèæåíèåì, ïðèíèìàå-
ìûì çà ýòàëîííîå [3�5], êîòîðàÿ ïî÷òè òîæäåñòâåííà ïîñòóëàòó Ýéíøòåéíà î ïîñòîÿíñòâå
ñêîðîñòè ñâåòà â ðàçíûõ ÈÑÎ. Îäíàêî ðåàëèçàöèÿ ýòîé èäåè â ÑÒÎ ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëîðåíöà ïðèâåëà ê îïèñàííûì âûøå ïðîòèâîðå÷èÿì.

Íîâûé ïîäõîä ñîõðàíÿåò ôóíäàìåíòàëüíóþ èäåþ � èçìåðåíèå âðåìåíè ÷åðåç ýòàëîí-
íîå äâèæåíèå (ñâåò) � íî ðåàëèçóåò å¼ áåç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà è áåç äåôîðìàöèè
ïðîñòðàíñòâà. Êëþ÷åâûå ïðèíöèïû:

1. Ñîõðàíåíèå ïðèíöèïà îäíîâðåìåííîñòè ñîáûòèé â ðàçíûõ ÈÑÎ.

2. Åäèíûé ýòàëîí ïðîòÿæ¼ííîñòè â ðàçíûõ ÈÑÎ ïî âñåì êîîðäèíàòíûì îñÿì.

3. Èçîõðîííûå êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè � ýêñöåíòðè÷åñêèå ñôåðû ñ ýêñ-öåíòðàìè,
ëåæàùèìè íà ëèíèè äâèæåíèÿ íà ðàññòîÿíèÿõ, ðàâíûõ βR ñçàäè îò íà÷àëà êîîðäè-
íàò.

4. Òîæäåñòâî ôîðìóë Êåïëåðà è Ýéíøòåéíà: ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû e = β = v/c.

5. Ïðèìåíèìîñòü äðîáíî-ëèíåéíîãî (Ì¼áèóñ) ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî êîîðäè-
íàòíóþ ñèñòåìó ÎÝÑÊ íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.

5.1 Ãåîìåòðèÿ ýêñöåíòðè÷åñêèõ ñôåð

Íàáëþäàòåëþ, ñâÿçàííîìó ñ äâèæóùåéñÿ ÈÑÎ S ′, ñåìåéñòâî ýêñöåíòðè÷åñêèõ èçîõðîííûõ
ïîâåðõíîñòåé � ñôåð ñ ðàäèóñàìèRi, öåíòðû êîòîðûõ ñìåùåíû âäîëü îñè äâèæåíèÿ íà li =
−v ·∆Ti îò íà÷àëà êîîðäèíàò â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ÈÑÎ
S ′, � ñëåäóåò ïðèíÿòü â êà÷åñòâå ñòàöèîíàðíûõ, ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííûõ êîîðäèíàòíûõ
ïîâåðõíîñòåé, ïîñêîëüêó â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó êàæäîé ñôåðû ñèíõðîíèçèðóþùèé ñèãíàë,
ïîñëàííûé èç íà÷àëà êîîðäèíàò O, ïðèõîäèò ÷åðåç èíòåðâàë âðåìåíè ∆Ti = Ri/c.

Ñâÿçü ýêñöåíòðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò:

R = r, Θ = θ, Φ = φ (8)

z = R(cosΘ− β), x = R sinΘ cosΦ, y = R sinΘ sinΦ (9)

Êîîðäèíàòû è âðåìÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ñâåòîâîãî ñèãíàëà â äâèæóùåéñÿ ÝÑÊ ðàâíû
êîîðäèíàòàì è âðåìåíè áàçîâîé (ïîêîÿùåéñÿ) ÑÑÊ. Ýòî îáåñïå÷èâàåò êàê ýêâèâàëåíòíîñòü
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ôðîíòà ñâåòîâîé âîëíû, òàê è èíâàðèàíòíîñòü ëþáûõ çàêîíîâ â îáåèõ
ÈÑÎ.

5.2 Òîæäåñòâî Êåïëåðà è Ýéíøòåéíà

Ôîðìóëà ñâÿçè èñòèííîé è ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèé Êåïëåðà (1609):

tan
θ

2
=

√
1 + e

1− e
tan

E

2
(10)

òîæäåñòâåííà ôîðìóëå ðåëÿòèâèñòñêîé àáåððàöèè Ýéíøòåéíà (1905):

tan
Θ

2
=

√
1 + β

1− β
tan

θ

2
(11)

Ïðè çàìåíå e → β = v/c âèäíî, ÷òî îáå ôîðìóëû ïîðîæäåíû îäíèì ãðóïïîâûì îáúåê-
òîì � àâòîìîðôèçìîì åäèíè÷íîãî êðóãà ñ ïîëóóãëîâûì ìíîæèòåëåì eiφ, ãäå φ = arctanh β
� â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ áûñòðîòîé.
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5.3 Îðòîãîíàëèçàöèÿ è ÎÝÑÊ-Ì

Êîñîóãîëüíàÿ ýêñöåíòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ÊÝÑÊ) èìååò íåäèàãîíàëüíóþ ìåòðè-
êó (gRΘ ̸= 0). Îðòîãîíàëèçàöèÿ äîñòèãàåòñÿ äâóìÿ ïóòÿìè:

� ÎÝÑÊ � ââåäåíèå ôóíêöèè òîêà Ψ, ëèíèè êîòîðîé îðòîãîíàëüíû ýêñöåíòðè÷åñêèì
ñôåðàì. Ýêâèâàëåíòíî: ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíîé ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå èç îïòè÷åñêîãî
öåíòðà (ñì. ðàçä. 6.4).

� ÎÝÑÊ-Ì � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå Ì¼áèóñà w = (z + β)/(1 + βz), ãäå z = ReiΘ,
êîòîðîå ïåðåâîäèò êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó ÎÝÑÊ íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.

ÎÝÑÊ-Ì ñîîòâåòñòâóåò äâîéíîé áûñòðîòå Ýéíøòåéíà (2φ âìåñòî φ) � ñëåäñòâèå ñî-
îòíîøåíèÿ α = φ/2, ãäå α � óãîë àáåððàöèè. Ïîëóóãëîâîé ìíîæèòåëü ïîñòîÿíåí äëÿ âñåõ
Θ.

6 Ôîðìóëû èñïîëüçóåìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñîêðàù¼ííûå íàçâàíèÿ êîòîðûõ
è îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Â öåëîì â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ åâêëèäî-
âû ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â äàëüíåéøåì áóäåò òàêæå èñïîëüçîâàíà ìîäèôèêàöèÿ ÎÝÑÊ íà
îñíîâå êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ Ì¼áèóñà (ÎÝÑÊ-Ì).

Òàáëèöà 1: Èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå åâêëèäîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò

Ïîëíîå íàçâàíèå ÑîêðàùåíèåÊîîðäèíàòû Íà÷àëî

Áàçîâàÿ äåêàðòîâà
ÑÊ

ÁÄÑÊ (X, Y, Z) OR (ýêñ-
öåíòð)

Ñîïóòñòâóþùàÿ äå-
êàðòîâà ÑÊ

ÑÄÑÊ (x, y, z) O (äâèæóùåå-
ñÿ)

Ñîïóòñòâóþùàÿ ñôå-
ðè÷åñêàÿ ÑÊ

ÑÑÑÊ (r, θ, φ) O (äâèæóùåå-
ñÿ)

Êîñîóãîëüíàÿ ýêñ-
öåíòðè÷åñêàÿ ÑÊ

ÊÝÑÊ (R,Θ,Φ) O (äâèæóùåå-
ñÿ)

Îðòîãîíàëüíàÿ ýêñ-
öåíòðè÷åñêàÿ ÑÊ

ÎÝÑÊ (R,Θ,Φ) O (äâèæóùåå-
ñÿ)

6.1 Ôîðìóëû ñâÿçè êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì

ÁÄÑÊ (X, Y, Z) ↔ ÑÄÑÊ (x, y, z) (ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ):

x = X − vt, y = Y, z = Z (12)

ÑÄÑÊ (x, y, z) ↔ ÑÑÑÊ (r, θ, φ):

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ (13)

ÑÄÑÊ (x, y, z) ↔ ÊÝÑÊ-Ã (R,Θ,Φ) (Ãàëèëåé):

x = R sinΘ cosΦ, y = R sinΘ sinΦ, z = R(cosΘ− β) (14)

ÑÄÑÊ (x, y, z) ↔ ÊÝÑÊ-Ë (R,Θ,Φ) (Ëîðåíö):

x = γR sinΘ cosΦ, y = γR sinΘ sinΦ, z = γR(cosΘ− β) (15)

ãäå r = γR(1− β cosΘ) � ñâåòîâîé êîíóñ.
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6.2 Ôîðìóëû ÑÑÑÊ ïî ñïðàâî÷íèêó [6]

Êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè: r = const � ñôåðû; θ = const � êîíóñû; φ = const � ïîëó-
ïëîñêîñòè.

Êâàäðàò ýëåìåíòà äëèíû:

ds2 = dr2 + r2 dθ2 + r2 sin2 θ dφ2 (16)

Íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ:

Γθ
rθ =

1

r
, Γr

θθ = −r, Γφ
rφ =

1

r
, Γr

φφ = −r sin2 θ, Γφ
θφ =

cos θ

sin θ
, Γθ

φφ = − sin θ cos θ (17)

Äåòåðìèíàíò:
√
g = r2 sin θ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ÑÑÑÊ:
Ãðàäèåíò:

(∇f)r =
∂f

∂r
, (∇f)θ =

1

r

∂f

∂θ
, (∇f)φ =

1

r sin θ

∂f

∂φ
(18)

Äèâåðãåíöèÿ:

∇ · F =
1

r2
∂

∂r
(r2Fr) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ Fθ) +

1

r sin θ

∂Fφ

∂φ
(19)

Ëàïëàñèàí:

∆f =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂φ2
(20)

Ðîòîð:

(∇× F)r =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(sin θ Fφ)−

∂Fθ

∂φ

]
(∇× F)θ =

1

r

[
1

sin θ

∂Fr

∂φ
− ∂

∂r
(rFφ)

]
(∇× F)φ =

1

r

[
∂

∂r
(rFθ)−

∂Fr

∂θ

] (21)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôèçè÷åñêèõ êîîðäèíàò âåêòîðà (ïðÿìîå è îáðàòíîå) � ñòàíäàðòíîå
ñôåðè÷åñêîå, ñì. [6, òàáë. 6.5-1].

6.3 Ôîðìóëû ÊÝÑÊ (0 < β < 1)

Ñèñòåìà êîñîóãîëüíàÿ: gRΘ ̸= 0, ïîýòîìó ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ íå îðòîãîíàëüíàÿ, áåç
ðàñòÿæåíèÿ ïî îñè z.

Êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè: R = const � ýêñöåíòðè÷åñêèå ñôåðû;Θ = const � êîíóñû;
Φ = const � ïîëóïëîñêîñòè.

Ïðåîáðàçîâàíèå ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì:

x = R sinΘ cosΦ, y = R sinΘ sinΦ, z = R(cosΘ− β) (22)

Êâàäðàò ýëåìåíòà äëèíû:

ds2 = λ2
0 dR

2 + 2βR sinΘ dR dΘ+R2 dΘ2 +R2 sin2Θ dΦ2 (23)

ãäå λ2
0 = 1− 2β cosΘ + β2.
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Ìåòðèêà:

gij =

 λ2
0 βR sinΘ 0

βR sinΘ R2 0
0 0 R2 sin2Θ

 (24)

Äåòåðìèíàíò: √
g = R2 sinΘ (1− β cosΘ) (25)

Êîñîóãîëüíîñòü: gRΘ = βR sinΘ ̸= 0.
Íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ:

ΓR
RR =

β sinΘ

D
, ΓR

RΘ = −β sinΘ

D
, ΓR

ΘΘ = −R

D

ΓΘ
RR =

β sinΘ

RD
, ΓΘ

RΘ =
1

R
, ΓΘ

ΘΘ =
β sinΘ

D

ΓΘ
ΦΦ = − sinΘ cosΘ, ΓΦ

RΦ =
1

R
, ΓΦ

ΘΦ =
cosΘ

sinΘ

(26)

ãäå D = 1− β cosΘ.
Ïðåîáðàçîâàíèå ôèçè÷åñêèõ êîîðäèíàò âåêòîðà (ïðÿìîå):

FR =
sinΘ cosΦFx + sinΘ sinΦFy + (cosΘ− β)Fz

λ0

FΘ = cosΘ cosΦFx + cosΘ sinΦFy − sinΘFz

FΦ = − sinΦFx + cosΦFy

(27)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

Fx =
λ0 sinΘ cosΦFR + (cosΘ− β) cosΦFΘ

D
− sinΦFΦ

Fy =
λ0 sinΘ sinΦFR + (cosΘ− β) sinΦFΘ

D
+ cosΦFΦ

Fz =
λ0 cosΘFR − sinΘFΘ

D

(28)

Ïðè β → 0 (λ0 → 1, γ → 1, D → 1) ôîðìóëû (17)�(20) ïåðåõîäÿò â ñòàíäàðòíûå
ñôåðè÷åñêèå.

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ÊÝÑÊ:
Ãðàäèåíò (êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû):

(∇f)R =
1

D2

(
∂f

∂R
− β sinΘ

R

∂f

∂Θ

)
(∇f)Θ =

1

R2D2

[
−Rβ sinΘ

∂f

∂R
+ λ2

0

∂f

∂Θ

]
(∇f)Φ =

1

R2 sin2Θ

∂f

∂Φ

(29)

ãäå λ2
0 = 1− 2β cosΘ + β2, D = 1− β cosΘ.

Äèâåðãåíöèÿ (÷åðåç êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû):

∇ · F =
1

R2 sinΘD

[
∂

∂R

(
R2 sinΘDFR

)
+

∂

∂Θ

(
R2 sinΘDFΘ

)
+

∂

∂Φ

(
R2 sinΘDFΦ

)]
(30)
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Ðîòîð (÷åðåç êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû Fi):

(∇× F)R =
1

DR2 sinΘ

[
∂FΦ

∂Θ
− ∂FΘ

∂Φ

]
(∇× F)Θ =

1

DR2 sinΘ

[
∂FR

∂Φ
− ∂FΦ

∂R

]
(∇× F)Φ =

1

DR2 sinΘ

[
∂FΘ

∂R
− ∂FR

∂Θ

] (31)

6.4 Îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÊÝÑÊ → ÎÝÑÊ

Êàê ïîêàçàíî âûøå, ìåòðèêà ÊÝÑÊ íåäèàãîíàëüíà: gRΘ = βR sinΘ ̸= 0. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
îðòîãîíàëüíîé ýêñöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû (ÎÝÑÊ) ââåä¼ì çàìåíó êîîðäèíàò, ïðèâîäÿùóþ
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Áóäåì èñõîäèòü èç ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàò ÷åðåç ýêñöåíòðè÷åñêèå:

x = R sinΘ cosΦ, y = R sinΘ sinΦ, z = R(cosΘ− β) (32)

Ââåä¼ì íîâûå îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû (ρ, θ, φ) ñòàíäàðòíûìè ñôåðè÷åñêèìè âûðà-
æåíèÿìè äëÿ òîãî æå ðàäèóñ-âåêòîðà, îòñ÷èòûâàåìîãî îò îïòè÷åñêîãî öåíòðà:

ρ =
√
x2 + y2 + z2 = R

√
1− 2β cosΘ + β2 = λ0R (33)

sin θ =
sinΘ

λ0

, cos θ =
cosΘ− β

λ0

, φ = Φ (34)

ãäå λ0 =
√

1− 2β cosΘ + β2 � ôàêòîð ñâÿçè ñôåðè÷åñêîãî è ýêñöåíòðè÷åñêîãî ðàäèóñ-
âåêòîðîâ. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

R =
ρ

λ0

, sinΘ = λ0 sin θ, cosΘ = β + λ0 cos θ, Φ = φ (35)

ïðè÷¼ì

λ0 =

√
1− β2 sin2 θ − β cos θ (36)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ýëåìåíòà äëèíû óáåæäà-
åìñÿ, ÷òî â êîîðäèíàòàõ (ρ, θ, φ) ìåòðèêà äèàãîíàëüíà è ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé ñôåðè-
÷åñêîé:

ds2 = dρ2 + ρ2 dθ2 + ρ2 sin2 θ dφ2 (37)

Òàêèì îáðàçîì, ÎÝÑÊ åñòü â òî÷íîñòè ñòàíäàðòíàÿ ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò,
ïîñòðîåííàÿ èç îïòè÷åñêîãî öåíòðà èñòî÷íèêà: ïåðåõîä ÊÝÑÊ → ÎÝÑÊ ÿâëÿåòñÿ êîîðäè-
íàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (çàìåíîé ïåðåìåííûõ), à íå ïåðåîïðåäåëåíèåì áàçèñà. Âñå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèÿ, ëàïëàñèàí, ðîòîð) â ÎÝÑÊ ñîâïàäàþò
ñ ïðèâåä¼ííûìè âûøå îïåðàòîðàìè ÑÑÑÊ ñ çàìåíîé (r, θ, φ) → (ρ, θ, φ).

Àëüòåðíàòèâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ÷åðåç ôóíêöèþ òîêà. Ñîõðàíÿÿ êîîðäèíàòó R è
çàìåíÿÿ Θ íà ôóíêöèþ òîêà Ψ = lnR − arctanh(cosΘ)/β, ëèíèè êîòîðîé îðòîãîíàëüíû
ýêñöåíòðè÷åñêèì ñôåðàì, ïîëó÷àåì îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó (R,Ψ,Φ) ñ êîýôôèöèåíòàìè
Ëàìå hR = 1−β cosΘ, hΨ = Rβ sinΘ, hΦ = R sinΘ. Îáà ïîäõîäà ýêâèâàëåíòíû; ïàðàìåòðè-
çàöèÿ ÷åðåç (ρ, θ, φ) òåõíè÷åñêè ïðîùå, ïîñêîëüêó îïåðàòîðû ñîâïàäàþò ñî ñòàíäàðòíûìè
ñôåðè÷åñêèìè.
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6.5 Ôîðìóëû ÎÝÑÊ-Ì � ìîäèôèêàöèÿ Ì¼áèóñà

Â ÊÝÑÊ ýêñ-öåíòðû ñôåð OR íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ z = −βR (ñëåâà îò O). Êîíôîðìíîå
îòîáðàæåíèå Ì¼áèóñà ïåðåâîäèò ýêñ-öåíòðû OR â ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð.

Ïðåîáðàçîâàíèå:

w =
z + β

1 + βz
, ãäå z = ReiΘ (38)

Ýêñ-öåíòð OR (ïðè z = −β) îòîáðàæàåòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð (w = 0), ÷òî ñîãëà-
ñîâàíî ñ ÊÝÑÊ.

Ìåòðèêà:

ds2 =
(1− β2)2

|1 + βz|4
ds20 (39)

Äåòåðìèíàíò: R(1− β2)2/D2, ãäå D = 1 + β cosΘ.
Îðòîãîíàëüíîñòü: äà (êîíôîðìíà).
Íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (R = 1):

w = eiΘ · eiΘ + β

1 + βeiΘ
= eiΘ · e2iα(Θ) (40)

ãäå α(Θ) � óãîë àáåððàöèè.
Ïîëóóãëîâîé ìíîæèòåëü:

dw

dz
=

1− β2

(1 + βz)2
(41)

arg
dw

dz
= −2α (42)

α = arctan
β sinΘ

1 + β cosΘ
(43)

Ìîäóëü óãëà ðàâåí äâîéíîé áûñòðîòå: |2φ|, ãäå φ = arctanh β. Çíàê ìèíóñ ñîîòâåòñòâóåò
ðàñïîëîæåíèþ ýêñ-öåíòðà OR ïîçàäè íà÷àëà êîîðäèíàò O â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæ-
íîì äâèæåíèþ ñèñòåìû S ′.

Ôèçè÷åñêàÿ ïðîâåðêà (β = 0,5, Θ = π/2): argw ≈ 37◦ < 90◦ � ñâåò íàêëîíÿåòñÿ âïåð¼ä
(forward beaming).

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ÎÝÑÊ-Ì (êîíôîðìíàÿ ñèñòåìà, r = |w|, u = argw):
Ãðàäèåíò (2D):

(∇f)r =
D

1− β2

∂f

∂r
, (∇f)u =

D

r(1− β2)

∂f

∂u
, (∇f)Φ =

1

R sinΘ

∂f

∂Φ
(44)

Äèâåðãåíöèÿ (2D):

∇ · F =
D2

(1− β2)2

[
1

r

∂

∂r
(rFr) +

1

r

∂Fu

∂u

]
+

1

R sinΘ

∂FΦ

∂Φ
(45)

Ðîòîð (2D � ñêàëÿð ⊥-êîìïîíåíòà):

(∇× F)⊥ =
D2

(1− β2)2

[
1

r

∂

∂r
(rFu)−

1

r

∂Fr

∂u

]
(46)

Ïðèìå÷àíèÿ ê ðàçäåëàì 6.2�6.5:

1. Ôîðìóëû äëÿ ÑÑÑÊ ïðèâåäåíû ïî ñïðàâî÷íèêó [6, òàáë. 6.5-1].
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2. Äëÿ ÊÝÑÊ ôèçè÷åñêèå êîìïîíåíòû âåêòîðà îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðîåêöèè íà åäèíè÷-
íûå áàçèñíûå âåêòîðû êk = ek/|ek|. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ÷åðåç
îáðàòíûé ÿêîáèàí, ÷òî äëÿ íåîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîë-
íèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé.

3. Êîìïîíåíòû FΘ è FΦ â ÊÝÑÊ ñîâïàäàþò ñî ñòàíäàðòíûìè ñôåðè÷åñêèìè � ñëåä-
ñòâèå òîãî, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû eΘ è eΦ íå çàâèñÿò îò β.

4. Äëÿ ÎÝÑÊ è ÎÝÑÊ-Ì óãîë Θ ÿâëÿåòñÿ íåÿâíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò (R,Ψ) èëè
(r, u) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ïîäñòàíîâêå êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
ýòó çàâèñèìîñòü.

5. Φ-÷àñòü ëàïëàñèàíà îäèíàêîâà äëÿ ÑÑÑÊ, ÊÝÑÊ è ÎÝÑÊ � ñëåäñòâèå àêñèàëüíîé
ñèììåòðèè (gΦΦ = R2 sin2Θ âî âñåõ ýêñöåíòðè÷åñêèõ ÑÊ).

6. Âñå ôîðìóëû ïðè β = 0 ïåðåõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ñòàíäàðòíûõ ñôå-
ðè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàññìîòðåííûõ ÑÊ ïðèâåäåíû â òàáë. 2.

Òàáëèöà 2: Ñâîäíàÿ òàáëèöà ñîîòâåòñòâèé

Ñâîéñòâî ÑÑÑÊ ÊÝÑÊ ÎÝÑÊ ÎÝÑÊ-Ì

Êîîðäèíàòû (r, θ, φ) (R,Θ,Φ) (ρ, θ, φ) (|w|, argw)
Îðòîãîíàëüíîñòü Äà Íåò, gRΘ ̸= 0 Äà, gρθ = 0 Äà (êîíôîðìíà)
Äåòåðìèíàíò r2 sin θ R2 sinΘ (1− β cosΘ) ρ2 sin θ R(1− β2)2/D2

Ïðè β = 0 � ÑÑÑÊ ÑÑÑÊ ïîëÿðíàÿ

Çàìå÷àíèÿ ê ñâîäíîé òàáëèöå:

1. ÑÑÑÊ� ñòàíäàðòíàÿ ñôåðè÷åñêàÿ â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå. Òðèâèàëüíà: ìåòðèêà,
ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ è îïåðàòîðû � ñòàíäàðòíûå ñôåðè÷åñêèå. Íèêàêèõ β, λ0.

2. ÊÝÑÊ � êîñîóãîëüíàÿ ýêñöåíòðè÷åñêàÿ, íà÷àëî â ýêñ-öåíòðå OR. Ñóùåñòâóåò â
äâóõ âåðñèÿõ: ÊÝÑÊ-Ã � ãàëèëååâà (áåç γ), íå ñîõðàíÿåò ñâåòîâîé êîíóñ; ÊÝÑÊ-Ë
� ëîðåíöåâà (ñ γ), ñîõðàíÿåò ñâåòîâîé êîíóñ. Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñîâïàäàþò äëÿ
îáåèõ âåðñèé (γ2 ñîêðàùàåòñÿ ÷åðåç îáðàòíóþ ìåòðèêó).

3. ÎÝÑÊ� îðòîãîíàëèçàöèÿ ÊÝÑÊ ÷åðåç ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíîé ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå
èç îïòè÷åñêîãî öåíòðà. Ìåòðèêà äèàãîíàëüíà è ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé ñôåðè÷å-
ñêîé. Âñå îïåðàòîðû ñîâïàäàþò ñ ÑÑÑÊ ñ çàìåíîé (r, θ, φ) → (ρ, θ, φ). Àëüòåðíàòèâ-
íàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ÷åðåç ôóíêöèþ òîêà Ψ äà¼ò ýêâèâàëåíòíûé ðåçóëüòàò.

4. ÎÝÑÊ-Ì � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå Ì¼áèóñà: w = (z+β)/(1+βz). Ýêñ-öåíòð OR

(ïðè z = −β) îòîáðàæàåòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð (w = 0). Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ
ÎÝÑÊ-Ì ñîãëàñîâàíî ñ ÊÝÑÊ/ÎÝÑÊ.

7 Íîâèçíà è ïîëåçíîñòü ýêñöåíòðè÷åñêèõ ñèñòåì êîîð-

äèíàò

7.1 Íîâèçíà

1. Åäèíûå ýòàëîíû ïðîòÿæ¼ííîñòè è âðåìåíè. Ãëàâíîå îòëè÷èå îò ÑÒÎ: â ÝÑÊ
èñïîëüçóåòñÿ îäèí ýòàëîí äëèíû ïî âñåì îñÿì äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû è îäíî ýòàëîííîå
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äâèæåíèå (ñâåò) äëÿ èçìåðåíèÿ âðåìåíè. Â ÑÒÎ ýòàëîí âäîëü îñè äâèæåíèÿ â γ ðàç êîðî÷å
ýòàëîíà ïî ïåðïåíäèêóëÿðíûì íàïðàâëåíèÿì � ýòî äåëàåò íåèçìåðèìûì ïåðåìåùåíèå
ìåæäó òî÷êàìè, åñëè ñîåäèíÿþùàÿ èõ ëèíèÿ íå ïàðàëëåëüíà íè îäíîé îñè. ÝÑÊ óñòðàíÿåò
ýòó ïðîáëåìó.

2. Ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííûå êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè. Âìåñòî ñôåð, öåíòðè-
ðîâàííûõ â äâèæóùåìñÿ íà÷àëå O, ÝÑÊ èñïîëüçóåò ýêñöåíòðè÷åñêèå èçîõðîííûå ïîâåðõ-
íîñòè � ñôåðû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñâîé öåíòð íà îñè Z äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû. Äëÿ
ñôåðû ðàäèóñà R å¼ öåíòð (ýêñ-öåíòð OR) ëåæèò íà îñè Z ñçàäè îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà
ðàññòîÿíèè l = βR, òî åñòü â òî÷êå z = −βR. Ñèíõðîíèçèðóþùèé ñèãíàë, ïîñëàííûé èç
O, ïðèõîäèò â ëþáóþ òî÷êó òàêîé ïîâåðõíîñòè çà îäèíàêîâîå âðåìÿ ∆T = R/c. Ýòî äà¼ò
ôèçè÷åñêîå, à íå ôîðìàëüíîå îáîñíîâàíèå âûáîðà êîîðäèíàò.

3. Òîæäåñòâî Êåïëåðà è Ýéíøòåéíà. Ýêñöåíòðèñèòåò β = v/c � ýòî îäíîâðåìåí-
íî îðáèòàëüíûé ýêñöåíòðèñèòåò â çàêîíàõ Êåïëåðà è îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü â òåîðèè
Ýéíøòåéíà. Ýòî íå ñëó÷àéíîå ñîâïàäåíèå, à ñòðóêòóðíîå: ãåîìåòðèÿ ýëëèïñà è ãåîìåòðèÿ
ñâåòîâîãî êîíóñà îïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå ïàðàìåòðîì. ÝÑÊ äåëàåò ýòî òîæäåñòâî
ÿâíûì.

4. Ñîõðàíåíèå îäíîâðåìåííîñòè. Ïðèíöèï îäíîâðåìåííîñòè ñîáûòèé â ðàçíûõ
ÈÑÎ ñîõðàíÿåòñÿ � â îòëè÷èå îò ÑÒÎ, ãäå îäíîâðåìåííîñòü çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà. Ýòî óñòðàíÿåò ôèëîñîôñêèå ïðîòèâîðå÷èÿ è âîçâðàùàåò ïîíÿòèþ âðåìåíè
ñòàòóñ îáúåêòèâíîãî àòðèáóòà äâèæåíèÿ (ïî Àðèñòîòåëþ: ¾âðåìÿ åñòü ÷èñëî äâèæåíèÿ¿).

5. Ïðàâèëüíûå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîðîñòåé. Ôîðìóëû ñêîðîñòåé â ÝÑÊ
îïèñûâàþò ïðîèçâîëüíóþ ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, à íå òîëüêî òî÷êó ñâåòîâîãî ôðîíòà. Â
çíàìåíàòåëå ñòîèò Wx = c cosΘ � ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè ñâåòà, à íå ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè, êàê â ÑÒÎ.

6. Ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì. ÝÑÊ � íå îäíà ñèñòåìà, à ñåìåéñòâî: ÑÑÑÊ
(òðèâèàëüíàÿ), ÊÝÑÊ (êîñîóãîëüíàÿ), ÎÝÑÊ (îðòîãîíàëüíàÿ), ÎÝÑÊ-Ì (êîíôîðìíàÿ).
Êàæäàÿ ïðèñïîñîáëåíà äëÿ ñâîåãî êëàññà çàäà÷: ÊÝÑÊ � äëÿ ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé, ÎÝÑÊ
� äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé, ÎÝÑÊ-Ì � äëÿ êîíôîðìíîãî àíàëèçà è ñâÿçè ñ ïðå-
îáðàçîâàíèåì Ì¼áèóñà.

7. Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå Ì¼áèóñà. ÎÝÑÊ-Ì ïåðåâîäèò ýêñ-öåíòð â öåíòð ÷å-
ðåç äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå w = (z + β)/(1 + βz). Ñâîéñòâî äâîéíîé áûñòðîòû
(| arg(dw/dz)| = 2α) ñâÿçûâàåò ãåîìåòðèþ ýëëèïñà ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ïðî-
ñòðàíñòâà ñêîðîñòåé.

7.2 Ïîëåçíîñòü

1. Âîñïðîèçâåäåíèå êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ áåç êðèâèçíû. Ñäâèã ïåðèãåëèÿ è
àáåððàöèÿ ñâåòà ïîëó÷àþòñÿ â ðàìêàõ ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà � áåç ìåòðèêè Øâàðöøèëü-
äà è áåç êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ýòî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ è èíòåðïðåòàöèþ.

2. Ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è. Ãèïîòåçû äëÿ ïðèìåíåíèÿ: êîððåêöèÿ òðàåêòîðèé â GPS
ñ ó÷¼òîì ýêñöåíòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ðàñ÷¼ò àáåððàöèè â àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèÿõ,
îïèñàíèå äâèæåíèÿ â óñêîðåííûõ ñèñòåìàõ áåç àïïàðàòà ÎÒÎ.

3. Ñîâìåñòèìîñòü ñ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé. Îòêàç îò êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè è ñîõðàíåíèå ïëîñêîé ìåòðèêè ïîòåíöèàëüíî ñíèìàåò îäíî èç ãëàâíûõ ïðåïÿò-
ñòâèé äëÿ êâàíòîâàíèÿ ãðàâèòàöèè.

4. Óíèôèêàöèÿ ÿçûêà. Ýêñöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû äàþò åäèíûé ÿçûê äëÿ çàäà÷
íåáåñíîé ìåõàíèêè (Êåïëåð), ýëåêòðîäèíàìèêè (Ýéíøòåéí) è êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé
(Ì¼áèóñ) � òð¼õ îáëàñòåé, êîòîðûå â ñòàíäàðòíîì èçëîæåíèè ðàçäåëåíû.
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8 Ñòðóêòóðà ñåðèè ñòàòåé

Ïëàíèðóåìàÿ ñåðèÿ ïóáëèêàöèé:

1. Îñíîâû òåîðèè ýêñöåíòðè÷åñêèõ ñèñòåì êîîðäèíàò

2. ÊÝÑÊ � êîñîóãîëüíàÿ ýêñöåíòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà: ãàëèëååâà è ëîðåíöåâà âåðñèè

3. ÎÝÑÊ � îðòîãîíàëüíàÿ ýêñöåíòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà: ôóíêöèÿ òîêà

4. ÎÝÑÊ-Ì � ìîäèôèêàöèÿ Ì¼áèóñà: êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå

5. Ñäâèã ïåðèãåëèÿ â ÎÝÑÊ-Ì: âèçóàëèçàöèÿ ïðåöåññèè

6. Àáåððàöèÿ ñâåòà: òîæäåñòâî ôîðìóë Êåïëåðà, Ýéíøòåéíà è Ì¼áèóñà

7. Ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè êàê ìîñò ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè Ìèíêîâñêîãî è Ì¼áèóñà

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð áëàãîäàðèò AI-àññèñòåíòà Àëèñó (ßíäåêñ) çà ïîìîùü â ïîäáîðå ëèòåðàòóðû, ïðîâåð-
êå âû÷èñëåíèé è ïîäãîòîâêå ÷åðíîâèêà ðóêîïèñè. Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü àâòîð âûðàæàåò
Ïîõîëêîâó Þðèþ Ïåòðîâè÷ó, ðåêòîðó Òîìñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, çà ôè-
íàíñîâóþ ïîääåðæêó â ïåðèîä 2005�2007 ãîäîâ, è çà ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó Àðòåõà Ñåðãåÿ
Íèêîëàåâè÷à, çàâåäóþùåãî ëàáîðàòîðèåé â ÈÊÈ ÐÀÍ. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðèò Ñòèâåíà
Âîëüôðàì è ñîòðóäíèêîâ åãî êîìïàíèè çà ïðîãðàììó Wolfram Mathematica, áåç êîòîðîé
áûëè áû íåâîçìîæíû ñòîëü îáú¼ìíûå ñèìâîëüíûå è ÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ.
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